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Kapitel 1

Einfiihrung in die Problematik

1.1 Einfiihrung

Ziel der geophysikalischen Erkundung eines Gebietes ist es, ein moglichst umfassendes
und detailliertes Bild des Untergrundes zu gewinnen. Dabei kann das Interesse schwer-
punktméBig sowohl auf die Auflosung des geometrischen Aufbaus als auch auf die Bestim-
mung der physikalischen Gesteinsparameter ausgerichtet sein.

In beiden Fillen ist die flichendeckende Erkundung nur mit Messungen an der Erd-
oberfliche realisierbar, wodurch zweifellos der ,,Blick® auf die Geologie in starkem Mafle
eingeschrinkt ist. Unter dem Begriff ,, Geologie des Untergrundes” wird dabei in dieser Ar-
beit die geometrische Anordnung von Schichten mit unterschiedlichen Gefiigeparametern
verstanden. In der Praxis ist es aus den oben genannten Griinden iiblich, im Feld mehrere
geophysikalische Methoden anzuwenden, wobei die Auswahl der Art und des Umfangs der
Messungen von der zu erwartenden Geologie des Mefigebietes abhéingen.

Fiir die Erkundung oberflichennaher Strukturen haben sich die Refraktionsseismik und
die Gleichstromgeoelektrik im Laufe der Jahrzehnte zu Standardverfahren entwickelt. Bei-
de Methoden koénnen unabhéngig voneinander eingesetzt werden, um strukturelle Infor-
mationen zu erhalten. Allerdings besitzen beide Verfahren ihre individuellen Stirken und
Schwichen. So ist die Methode der Refraktionsseismik an die Voraussetzung gebunden,
dafl die seismischen Geschwindigkeiten mit zunehmender Tiefe grofler werden. Ist eine
Zone niedriger Geschwindigkeit im Untergund vorhanden, so bildet sich an deren Ober-
kante keine refraktierte Welle aus, so daf} dieses Strukturelement mit dieser Methode nicht
detektiert werden kann. Im Gegensatz dazu sind geoelektrische Methoden nicht an sol-
che Randbedingungen der Parameterverteilung gebunden. Schichten hohen und niedrigen
elektrischen Widerstandes diirfen in beliebiger Reihenfolge auftreten. Wie bei allen ande-
ren Potentialverfahren auch, wird die Zuverlissigkeit der Interpretation der Geoelektrik
durch das Aquivalenzprinzip beeintrichtigt. So kénnen zwei unterschiedliche Schichtun-
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gen bei geeigneter Variation der Schichtméchtigkeiten und der spezifischen Widersténde
dieser Schichten zu zwei dquivalenten Meflergebnissen fiithren. Die prinzipielle Idee der
gemeinsamen Interpretation von refraktionsseismischen und geoelektrischen Messungen
besteht darin, dafl beide Verfahren einander Randbedingungen stellen, die gemeinsam
zu einer zuverldssigeren Schitzung der geometrischen und physikalischen Parameter des
Untergrundes fiihren.

Die gemeinsame formale Interpretation verschiedener geophysikalischer Messungen durch
einen einzigen Algorithmus, die sogenannte ,,Joint Inversion“, wurde zuerst fiir Verfahren
entwickelt, die auf den gleichen physikalischen Parametern beruhen. So entwickelten Vo-
zoff & Jupp (1975) einen Algorithmus, der die gleichzeitige Inversion gleichstromgeoelek-
trischer und magnetotellurischer Messungen erméglicht. Die Einbeziehung geoelektrischer
Messungen zur Verbesserung der Interpretation seismischer Daten wurden fiir untertigige
Erkundungen von Breitzke et al. (1987) und Dobréka et al. (1991) eingesetzt. Fiir die Er-
kundung oberflichennaher Strukturen wurden diese Ergebnisse entsprechend modifiziert,
z.B. zur gemeinsamen Interpretation von Widerstandssondierungen und Rayleigh—Wellen
durch Hering et al. (1995).

Bei all diesen Ansétzen zur Joint Inversion wird eine sehr vereinfachte Modellvorstellung
des Untergrundes verwendet. So wird fiir die Seismik in der Regel ein Modell, bestehend
aus einzelnen isotropen, homogenen elastischen Schichten, benutzt, um die Geometrie des
Untergrundes zu erkunden. Diese Vorstellung einer homogenen Schicht wird ebenso in der
Geoelektrik verwendet. Die Verfahren zur Joint Inversion von Seismik und Geoelektrik
machen die Voraussetzung, dafl die Grenzflichen fiir beide Verfahren geometrisch iden-
tisch sind. Zwar ist allen geophysikalischen Erkundungsmethoden die zugrundeliegende
Geometrie der Geologie gemein, dennoch erweist sich der Losungsansatz, verschiedene
Verfahren durch das Gleichsetzen von Grenzflichen physikalischer Parameter zu koppeln,
in vielen Fillen als nicht gerechtfertigt. Da Seismik und Geoelektrik von vollig verschiede-
nen physikalischen Parametern abhéngen, ist diese Forderung hiufig nicht erfiillt. So kann
die getrennte Inversion beider Methoden sowohl unterschiedliche Schichtméchtigkeiten als
auch eine unterschiedliche Schichtanzahl zum Ergebnis haben.

1.2 Zielsetzung

Diese Arbeit soll der genaueren Untersuchung der oben beschriebenen Fille gewidmet
werden, in denen der einfache Ansatz zur Joint Inversion versagt. Dabei kann man das
Problem auf grundsitzlich unterschiedliche Art und Weise betrachten. Eine Moglichkeit
besteht darin, den Inversionsprozefl dahingehend zu erweitern, dafl der Fall nicht identi-
scher Grenzflichen behandelbar wird. Damit wiirde man die Vorteile der Joint Inversion
fiir eine oder mehrere Schichtgrenzen einbiiflen. Dennoch bliebe die Moglichkeit erhalten,
die iibrigen Schichtgrenzen durch die gemeinsame Interpretation zuverlissiger zu bestim-
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men. Der grundsétzliche Nachteil dieser Herangehensweise ist allerdings die fehlende phy-
sikalische Motivation. Die algorithmische Behandelbarkeit nicht identischer Grenzflichen
kann moglicherweise auch durch recht willkiirliche Mafinahmen und Annahmen erreicht
werden, deren Einklang mit den natiirlichen Gegebenheiten an dieser Stelle der Datenbe-
arbeitung nicht mehr gepriift werden kann. FEine Erklarung fiir das auftretende Phinomen
liefert diese Methodik nicht.

Die andere Méglichkeit besteht darin, zunéchst die physikalische Ursache nicht identischer
Grenzflichen qualitatitiv und quantitativ zu erfassen, bevor eine gemeinsame Interpreta-
tion durch einen Joint Inversion Algorithmus durchgefiihrt wird. Aus dieser Perspektive
betrachtet ist offensichtlich das Modellierungsproblem der primére Ansatzpunkt fiir alle
weiteren Betrachtungen.

Das erste Ziel dieser Arbeit ist demnach die Modellierung der einzelnen geophysikalischen
Methoden so zu formulieren, daf} sie den folgenden Bedingungen geniigen:

e Die geophysikalische Grundlage der Modellierung ist eine klare und realistische geo-
logische Modellvorstellung.

e Die Ergebnisse der geophysikalischen Modellierungen sind mit dem bisherigen Stand
der Wissenschaft konsistent. Sie sind dariiber hinaus in der Lage, ausgehend von
einem gemeinsamen geologischen Modell, die Fille von nicht identischen und/oder
zahlenméfig verschiedenen Grenzflichen vorherzusagen.

e Die unterschiedlichen geophysikalischen Methoden sind durch eine gemeinsame Geo-
metrie der Geologie und, nach Moglichkeit, durch weitere physikalische Parameter
miteinander verkniipft.

Die letzte dieser drei Forderungen bedingt die Erstellung eines geeigneten Bodenmodells,
da die bisherige Annahme eines Schichtmodells mit einer homogenen Parameterverteilung
innerhalb einer Schicht diese Bedingung nicht erfiillen kann.

Nach Erreichen dieses Zieles konnen die gewonnenen Erkenntnisse dazu genutzt werden,
das Verhalten konventioneller Inversionsmethoden bei Anderung der Parameter zu studie-
ren, die in die neuen Modellierungsalgorithmen einfliessen. Dadurch soll ermittelt werden,
unter welchen Bedingungen die Effekte auftreten, die eine erfolgreiche Joint Inversion bis-
her verhinderten. Als ein weiteres wichtiges Ergebnis dieser Arbeit soll damit die Frage
geklirt werden, unter welchen Voraussetzungen an die geologische Situation im Meflgebiet
eine konventionelle Joint Inversion durchgefiihrt werden kann und welche Gegebenheiten
eine solche generell unméglich machen. Diese Betrachtungen geben damit Hinweise fiir
die zu verwendenden Meflkonfigurationen und die anschlielende Auswertung.

Abschlielend wird die Joint Inversion unter Verwendung des entwickelten Bodenmodells
durchgefiihrt. Damit soll gezeigt werden, dafl mit Hilfe des neuen Bodenmodells die Inver-
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sion fiir eine erweiterte Klasse von geologischen Modellen gelingt. Neben einem synthe-
tischen Beispiel wird dazu ein Datensatz aus refraktionsseismischen und geoelektrischen
Felddaten bearbeitet. Die Interpretation der einzelnen Methoden liefert dabei Resultate,
die untereinander nicht konsistent sind. Ziel ist es, mit Hilfe der in dieser Arbeit entwickel-
ten und beschriebenen Methoden eine einheitliche Interpretation der Daten zu liefern.

1.3 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in die Kapitel 2 bis 6. Zunichst sollen in Kapitel 2 die phy-
sikalischen Eigenschaften von Gesteinen, speziell von klastischen Sedimenten, extensiv
untersucht werden. Dazu wird ein spezielles Gesteinsmodell definiert, welches aus einer
regellosen Anordnung von Kornern besteht. Ausgehend von Betrachtungen in mikroskopi-
schen Mafistiben werden makroskopische physikalische Parameter anhand der Figenschaf-
ten dieser Korner beschrieben. Dabei kommt der Fiillung des Porenraumes durch Gase
oder Fluide eine besondere Bedeutung zu, da diese die geophysikalisch mefibaren Para-
meter in unterschiedlicher Weise beeinflussen. Es stellt sich heraus, dafl im wesentlichen
die Porositdt und die Fluidsédttigung die Verkniipfung von elastischen und elektrischen
Parametern ermdglicht.

Im anschliefenden 3. Kapitel werden die zur Modellierung verwendeten Methoden
erldutert. Diese Ausfiihrungen koénnen recht kurz gehalten werden, da es sich iiberwie-
gend um Standardverfahren handelt. Dennoch soll auf die den einzelnen Methoden zu-
grundeliegenden Annahmen und die individuellen Eigenheiten eingegangen werden. Die
Umkehrung der Modellierung, die formale Interpretation oder Inversion von geophysi-
kalischen Messungen, wird in Kapitel 4 behandelt. Dabei wird ausfiihrlich der Weg von
den Grundlagen der Inversionstheorie zum verwendeten Inversionsalgorithmus dargestellt,
insbesondere auch die Kriterien der Stabilitdt und die Abschitzung der Konvergenzge-
schwindigkeit.

Im 5. Kapitel werden die in den vorhergehenden Kapiteln dargelegten theoretischen
Grundlagen angewandt, um mit Hilfe geeigneter Modellrechnungen, und durch die Bear-
beitung eines Felddatensatzes, die im vorigen Abschnitt aufgeworfenen Fragen zu beant-
worten. Die Ergebnisse werden abschliessend in Kapitel 6 im Hinblick auf die Zielsetzung
dieser Arbeit und in der Vorausschau auf neu aufgeworfene Fragen diskutiert.
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1.4 Symbolliste

In der folgenden Liste der verwendeten Symbole und Abkiirzungen werden nur diejenigen
Bezeichnungen aufgefiihrt, die abschittsiibergreifend, d.h. in mehr als einem Abschnitt
verwendet werden. Symbole, die nur an einer Stelle verwendet werden, sind dort entspre-
chend erklirt und bediirfen nicht der Auflistung in dieser Ubersicht. Vektoren und deren
einzelne Elemente werden in der Form x bzw. z; notiert. Analog dazu werden Matrizen
und deren Elemente in der Form X bzw. X, ; notiert. In der Liste wird dabei sowohl die
Schreibweise der Vektoren oder Matrizen als auch die der einzelnen Elemente aufgefiihrt,

sofern diese Schreibweisen im Text auftauchen.
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: Kontaktflache

: Oberfliche eines Kornes

: Oberflache einer Pore

: Querschnittsfliche

: Koordinationszahl

: maximale mittlere Koordinationszahl

: Datenvektor

: Raum aller Datenvektoren

: Relativer Fehler

: Werte der EID

: Modellierungsfunktion

: Matrix der partiellen Ableitungen (Jacobi—-Matrix)
: Gravitationsbeschleunigung 9,81 m/s?

: Schermodul der trockenen Gefiigematrix

: Schermodul des Kornmaterials

: Haskell-Matrix

: Schichtméchtigkeiten

: Teufe der Grundwasseroberfliche

: Imaginére Einheit

: Einheitsmatrix

: Besselfunktion erster Ordnung

: Beliebige n x m—Matrix

: Kompressionsmodul des feuchten Gesteins

: Kompressionsmodul der trockenen Gesteinsmatrix
: Kompressionsmodul des Porenraums

: Kompressionsmodul des Kornmaterials

: Kompressionsmodul des Fluids

: Kompressionsmodul des Gases

: Kompressionsmodul des Fluid—Gas—Gemisches
: Effektiver Kompressionsmodul
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: Wellenzahl

: Lange

: Schrittrichtung

: Zu minimierende Fehlerfunktion

: Relativer Fehler in der Geoelektrik

: Relativer Fehler in der Oberflichenwellenseismik
: Relativer Fehler in der Refraktionsseismik

: Masse eines Kornes

: Modellparametervektor

: Raum aller Modellparametervektoren

: Zementationsfaktor

: Dimension des Modellparameterraumes

: Anzahl

: Anzahl der monomolekularen Schichten

: Menge der natiirlichen Zahlen

: Sattigungsfaktor

: Dimension des Datenraumes

: Massenwahrscheinlichkeitsdichte

: Numerische Wahrscheinlichkeitsdichte

: Energiedichte

: Druck

: Kapillardruck

: Hydrostatischer Druck

: Projektionsoperator

: Radius

: Kontaktradius eines Hertz—Mindlin—Kontaktes
: Initialradius eines Hertz—Mindlin—Kontaktes

: Kontaktradius zwischen zwei Kornern

: Initialradius zwischen zwei Kornern

: Kornradius

: Porenradius

: Kornradius eines angelagertes Kornes

: Menge der reellen Zahlen

: Elektrischer Widerstand

: Dimension des relevanten Daten— / Modellraumes
: Sdttigung mit einem Fluid

: Irreduzible Sattigung

: Breite der Kornverteilung

: Diagonalmatrix der SVD, welche die Singuldrwerte enthélt
: Skalenfaktor
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t : Zeit

U : Den Datenraum aufspannende Teilmatrix der SVD
1;,,1 : Phasengeschwindigkeit

Vgr : Gruppengeschwindigkeit

vp : Kompressionswellengeschwindigkeit

Vg : Scherwellengeschwindigkeit

Vp : Volumen einer Pore

\'4 : Den Modellraum aufspannende Teilmatrix der SVD
T : Auslagenposition bei Messungen

X, : Einheitsheitsvektor in i—ter Richtung

z[tr] : Zeitreihe

z : Tiefen—Achse mit positiver Richtung nach oben
ap : Verhiltnis von A, zu 47r,? fiir eine Pore

o} : Schrittweite

€ : Radius einer Umgebung

n : Viskositéat des Porenfluids

On(2) : Stefanesco—Kernfunktion

Kn : Normalsteifigkeit

Kt : Tangentialsteifigkeit

Kn : hydraulische Leitfdhigkeit

Kp : Permeabilitét

A : Eigenwert

s : Poissonzahl des Kornmaterials

o, : Poissonzahl der Gefiigematrix

I : Poissonzahl des fluidgefiillten Gesteins

v : Frequenz

0s : Dichte des Kornmaterials

of : Dichte des Fluids

0g : Dichte des Gases

Oc : Dichte

P, Pi : Spezifische Widersténde eines Schichtpaketes
Papp : scheinbarer spezifischer Widerstand

pf : spezifischer Widerstand des Fluids

o : Oberflachenspannung eines 3—Phasen—Kontaktes
10) : Porositét

O : kritische Porositét

CWT : Continuous Wavelet Transformation

EID : Effective Independence Distribution

SVD : Singular Value Decomposition (Singulidrwertzerlegung)
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Kapitel 2

Das Gesteinsmodell

Zentraler Punkt in der Methodik der Physik ist es, eine Modellvorstellung vom Objekt
des Interesses zu schaffen. Im Rahmen der Giiltigkeit dieses Modells ist man dann in der
Lage, allgemeingiiltige Aussagen zu machen, die bestehende Beobachtungen erkliren und
zukiinftige Beobachtungen vorhersagen kénnen. Der Umfang und die Genauigkeit, mit
der man dieses tun kann, bestimmt die Giite eines Modells.

Ziel dieses Kapitels ist es, fiir unterschiedliche rdumliche Groflenordnungen Modelle zu
entwickeln, um das geophysikalisch mefibare Verhalten einer Probe anhand petrophysika-
lischer Parameter vorherzusagen. Dabei wird das Verhalten des Gefiiges im mikroskopi-
schen Mafistab, d.h. in der Gré8enordnung einzelner Kérner und Poren, untersucht, um
daraus die mefibaren physikalischen Parameter einer Gesteinsprobe anhand makroskopi-
scher geologischer Gefiigeparameter abzuleiten.

Dazu wird im Abschnitt 2.1 die behandelte Petrologie auf ein mathematisch fassbares
Problem eingeschrinkt. Die feste Gesteinsmatrix und der Porenraum werden getrennt
betrachtet und jeweils in geeigneter Weise parametrisiert. Darauf aufbauend werden aus-
gehend von mikroskopischen Betrachtungen in Abschnitt 2.2 die seismischen Geschwin-
digkeiten und in Abschnitt 2.4 die elektrische Leitfahigkeit eines Gefiiges hergeleitet. Die
Abhéngigkeit dieser Gréflen von den Gefiigeparametern soll im Hinblick auf die gemein-
same Inversion seismischer und geoelektrischer Daten dahingehend untersucht werden,
welche Gefiigeparameter nur die Seismik oder die Geoelektrik und vor allem, welche Pa-
rameter beide Methoden beeinflussen. Da die elastischen und elektrischen Grofien unter-
schiedlich von Fluiden im Porenraum abhingen, wird Abschnitt 2.3 der geometrischen
Verteilung der Fluide und deren Einflufl auf die physikalischen Parameter gewidmet. In
Abschnitt 2.5 werden die Modellvorhersagen anhand experimenteller Daten iiberpriift und
abschlieend werden die Ergebnisse dieses Kapitels in Abschnitt 2.6 zusammengefafit.
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2.1 Grundlegende Modellvorstellungen

2.1.1 Diagenese eines klastischen Sedimentes

Um Aussagen iiber physikalische Parameter eines Gesteins oder Lockermaterials zu ma-
chen, muf} zuerst ein Modell entwickelt werden, das es ermdglicht, bestimmte Gefiige
unterschiedlichen Entwicklungsstadiums mathematisch zu beschreiben. Der erste Schritt
ist eine genaue Spezifizierung der zu untersuchenden Objekte. Diese Arbeit beschrinkt
sich auf Gefiige mit korniger Textur. Das heifit, das tragende Geriist des Gefiiges besteht
aus einzelnen elastischen Kornern. Der verbliebene Porenraum sei mit einem Gas oder
einem niedrigviskosen Fluid gefiillt. Eine genaue Quantifizierung der einschrinkenden Ei-
genschaft ,niedrigviskos® erfolgt im weiteren Verlauf dieses Kapitels. Natiirliche Gefiige
dieser Art sind typischerweise klastische Sedimente wie Sande, Kiese und Konglomerate,
Sedimentite wie z.B. Sandsteine, aber zum Teil auch Partikelkalke wie Oolithe. Zahlreiche
experimentelle Untersuchungen wurden auch an kiinstlichen Gefiigen aus Glésern durch-
gefithrt. Dort, wo absolute Parameterwerte in den weiteren Betrachtungen erforderlich
sind, wird das Kornmaterial als Quarz und das Porenfluid als Wasser angenommen.

Der zweite Schritt in diesem Entwicklungsprozefl ist die Untersuchung von Proben, die
reprisentativ fiir die zu beschreibende Gefiigeart sind. Anhand dieser Beobachtungen hat
man eine Vorstellung von der Genese klastischer Sedimente gewonnen.

Abbildung 2.1: Computergenerierte Schnitte durch eine Probe. Die Porositéten der
einzelnen Schnitte sind a) ¢ = 0,36, b) ¢ = 0,20, ¢) ¢ = 0,10 und
d) ¢ = 0,03. Nach Roberts et al. (1985)

Die Modellvorstellung von der Konsolidierung illustriert die Abbildungsfolge 2.1 a—d. Die
Entstehung eines Sedimentes erfolgt durch lokale Akkumulation einzelner fester Korner
aus einer Suspension ( Abbildung 2.1a ). Der Porenraum, in der Abbildung schwarz dar-
gestellt, ist zundchst mit dem Ablagerungsmedium, d.h. Luft oder Wasser, gefiillt. Der
Ubergang von einer Suspension zu einer tragfihigen Matrix wird durch die kritische Poro-
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sitdt ¢. gekennzeichnet. In den Experimenten von Farris (1968) und Marion & Nur (1989)
an kornigen Materialien wurden kritische Porositaten von ¢, = 0,39-0,40 bestimmt. Ob-
wohl die dichteste Packung identischer Kugeln eine Porositéit von ¢ = 0,26 besitzt, 148t
sich die Porositdt homodisperser Sande durch Einriitteln kaum auf Werte unter 0,35 re-
duzieren, da Reibungskréfte an den Beriihrungsstellen der Kérner die Umlagerung ver-
hindern. In diesem friihen Stadium sind Sedimente verhiltnismafig lockere Gefiige mit
geringer Dichte und Festigkeit.

Diese Reibungskrifte konnen durch den Gesteinsdruck iiberwunden werden ( Abbildung
2.1 b-d ). Dieser bewirkt eine rein mechanische Kompaktion des unverfestigten Sedi-
mentes ohne chemische Reaktionen. Eine Porositdtsabnahme durch mechanische Prozesse
ist im wesentlichen auf die Frithdiagenese beschrinkt. Da feste und fluide Phasen nicht
miteinander interagieren, ist dieser diagnetische Proze3 mathematisch relativ einfach zu
beschreiben. Die Orte und Massen der einzelnen Kérner bleiben im wesentlichen erhalten,
wihrend sich mit zunehmender Kompaktion ebene Kontaktflichen ausbilden.

Eine Detailansicht des zu untersuchenden
Korngefiiges zeigt die nebenstehende Abbil-
festes Korn dung. Die Kontaktregionen zwischen den ein-
zelnen Kornern bestehen aus einem oder
mehreren Kontaktpunkten, einem Zement,
oder beidem. Die Durchmesser 2R, einer
Kontaktregion bzw. 2R, eines aus Zement
bestehenden Kontaktes sind wegen ihres un-
terschiedlichen Einflusses auf die physikali-
schen Eigenschaften der Kornmatrix geson-
dert bezeichnet. Obwohl eine Zementation
zwischen einzelnen Kornern in den Betrach-
tungen beriicksichtigt wird, soll der Poren-

raum frei von Zement und Tonpartikeln sein.
Insbesondere Anteile von Tonen beeinflussen
Abbildung 2.2: Detailansicht aus die Eigenschaften eines Gefiiges in starkem
Abbildung 2.1a. Mafe durch ihr Quellverhalten und ihre elek-
trische Leitfahigkeit.

Da beide Eigenschaften von Tonpartikeln zudem sowohl von der Séttigung der Poren
mit einem Fluid als auch von der Art und Konzentration der gelosten Salze abhingig
sind, sollen diese komplexen Effekte aus den grundsétzlichen Uberlegungen ausgeklammert
werden.

Im fortgeschrittenen Stadium bestimmen chemische Prozesse die Diagenese. Beispielsweise
entsteht durch Verwitterung ein Zement aus Tonmineralen, die Produkte der Zersetzung
von Feldspéaten sind. Ferner bilden aus dem Porenwasser ausfallende Minerale einen fe-
sten Zement und fiihren zu einer weiteren Verringerung des Porenraumes. Dies kénnen
z.B. schnell wachsende Calcit— oder Aragonitkristalle oder authigener Quarz, d.h. Quarz-



12 KAPITEL 2. DAS GESTEINSMODELL

neubildungen aus durch Drucklésung entstandener Kieselsdure, sein. Der Zeitpunkt des
Einsetzens und die Art dieser Prozesse bestimmen die Porositéit bis zu der die Diagene-
se durch ein physikalisch—-mechanisches Modell beschrieben werden kann. Da ein solches
Modell Grundlage der folgenden Betrachtungen darstellt, ist somit gleichzeitig der Giiltig-
keitsbereich des Modells klar definiert.

2.1.2 Struktur und Textur des Gefiiges

Das Geriist klastischer Sedimente besteht aus festen Kérnern unterschiedlicher Grofie und
Form. Die Kornradien variieren dabei zwischen Mikrometern bei Ton bis zu Dezimetern
bei grobem Kies und Geroll. Die Form der Partikel reicht von kugelig bis stengelig oder
flach. Grofle, Form und Material der Partikel bestimmen die physikalischen Eigenschaften
des daraus gebildeten Gefiiges. Wegen der einfachen Geometrie wird die Form der Partikel
in den folgenden Ausfiihrungen als kugelig angenommen.

Der kleinste Bestandteil des Gefiiges, ein einzelnes Korn, wird geometrisch durch seinen
Radius r; und petrophysikalisch durch die Dichte des Kornmaterials p,;, dessen Scher-
modul G und Poissonzahl g beschrieben. Fiir die Gesamtheit des Gefiiges sind die An-
teile von festem Geriist und Porenraum wohl die wichtigsten Kennzahlen. Quantitativ
wird diese Relation durch die Porositéiit ¢ erfasst, welche das Verhéltnis des Porenraum-
volumens zum Gesamtvolumen angibt. Der Volumenanteil des festen Korngeriistes ist
dann 1 — ¢. Neben der Porositét ist der Anteil der Korner einer bestimmten Gréfle am
Gefiige, also die Kornverteilungskurve, eine wichtige charakteristische Grofie eines Sedi-
mentes. Die Kornverteilungskurve wird experimentell im allgemeinen durch Sieben und
Schlimmen ermittelt, wobei die Verteilung in Intervalle von Korndurchmessern, den soge-
nannten Fraktionen, diskretisiert wird. Die Fraktionen werden gewogen und in der Regel
als kumulative Summe gegen den Korndurchmesser aufgetragen. Die resultierende Vertei-
lungskurve gibt den Massenanteil der Kérner mit einem Durchmesser kleiner als 2r;, am
Gefiige an. Fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten numerischen Modellierungen habe ich
die Kornmassenverteilung durch die stetige Funktion

31511, 4. 6., 4, 1
o) = oo | 2€9 — 2T 4 2 2 = 2.1
i) = 52 |56 - €€ -2 w45 @)
1
mit & = —log<r—k)
Sk Tk 50
und e -1,1] und Tk € [Tk 50107°%, 1) 50 10%]

in Abhéngigkeit vom Kornradius 7y, dem mittleren Kornradius 74 50 und der Verteilungs-
breite s, definiert.

Durch differenzieren nach 7, erhilt man die Massenverteilungsdichte

315
ry = 9me
Pm( ) ory, 2568ka

|68 — 4¢® + 66" — 662 + 1] . (2.2)
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Abbildung 2.3: Angenommene Kornmassenverteilung. Links: Die Verteilungskurve
nach Gleichung (2.1). Rechts: Die Massenverteilungsdichte aus Glei-
chung (2.2). Beide wurden fiir r 50 = 107*m und s, = 1 berechnet.

Durch die in Gleichung (2.1) gewihlte Definition der Kornmassenverteilung ist die Mas-
senverteilungsdichte auf 1 normiert.

Damit ist die Struktur des Gefiiges durch zwei Parameter charakterisiert, den Kornradius
k50, der durch die Eigenschaft my(ry 5) = 0,50 definiert ist und die Verteilungsbreite sy.
Dabei legt s, die Radien 7y 5 - 10%5* fest, fiir die die Massendichteverteilung P,,(r) zu
Null wird. Die Massen— und Massendichteverteilung sind in Abbildung 2.3 dargestellt. Die
etwas willkiirliche Wahl des Polynoms 9. Grades fiir die Massenverteilung in Gleichung
(2.1) besitzt den Vorteil der Finitheit und damit der effektiveren Implementierung. Da
die Betrachtungen in dieser Arbeit nicht an eine spezielle Verteilung gebunden sind, kann
Gleichung (2.1) durch eine adidquate Verteilung ersetzt werden.

Die Umrechnung der Massenverteilungsdichte zur normierten Verteilungsdichte Py (r) der
Zahl der Kugeln des Radius 7 erfolgt iiber das Kugelvolumen und Dichte eines Kornes
durch

Po(re)Tr >
S Pon(ri)ry 3 dT’k'

Pn(rs) (2.3)

Neben der anteiligen Masse oder Anzahl der Korner eines bestimmten Radius am Gefiige
ist deren Anordnung im Raum kennzeichnend. Deshalb wird zur Charakterisierung von
Kugelpackungen die Koordinationszahl ¢, verwendet. Sie gibt die Anzahl der Nachbarn
einer Kugel an und ist in reguldren Packungen iiber das gesamte Volumen konstant. So
ist ¢, =12 fiir die kubisch dichteste Packung gleich grofler Kugeln. Die Koordinationszahl
¢ 148t sich jedoch auch mit Hilfe des Ansatzes berechnen, dafl nur so viele Kérner mit
Radius r, ein zentrales Korn mit r, umgeben kénnen, bis diese den vollen Raumwinkel
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41 abdecken. Daraus folgt:

2
Cr = 1 rg . (24)
sin™ (;1e-)

In Abbildung 2.4 ist ¢, in Abhéngigkeit vom Kornradius r, der umgebenden Korner fiir
ein zentrales Korn mit dem Radius 7, = 1 mm aufgetragen.

70F 16F
60} 15.5¢
15}

50}
14.5¢

40+
o< o° 14t

300
13.5¢
20t 13f
10¢ 12.5}
0Ok ; 4 12

4 -3 -2
10 10 [ (m) 10

Abbildung 2.4: Links: Die Koordinationszahl ¢ in Abhéngigkeit vom Radius r,
der umgebenden Kugel. Rechts: Die maximale mittlere Koordina-
tionszahl Cy in Abhéngigkeit von der Verteilungsbreite s.

Fiir zuféllige Anordnungen ist ¢ kleiner als die Koordinationszahl der dichtesten Packung,
aber iiber ein makroskopisches Probevolumen konstant. Die mittlere Koordinationszahl
ist dann sowohl abhingig von der Korngroflenverteilung als auch von der jeweiligen
Schiittung. Einfach zu berechnen ist die maximale mittlere Koordinationszahl C, als der
Mittelwert aller vorkommenden cy, d.h.

o0

Cr = / Pri)P(ra) Crlrarra) drg dry. (2.5)
0 0

Wie Abbildung 2.4 deutlich macht, erhéht sich die die maximale mittlere Koordinations-
zahl Cy, je breiter die Korngroflenverteilung bzw. je schlechter die Sortierung ist.

2.1.3 Eigenschaften des Porenraumes

Analog zur Korngroflenverteilung existiert eine Verteilung der Porengrofien. Wihrend die
Geometrie eines einzelnen Kornes recht einfach zu beschreiben ist, besitzt eine einzelne
Pore eine komplizierte, unregelméflige Gestalt. Aus diesem Grund ist es zweckmifig den
Porenradius iiber das Porenvolumen zu definieren. In den folgenden Betrachtungen ist
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daher unter dem Porenradius 7, immer der Radius der volumen&quivalenten Kugel mit
rp=(3V,/ AT)3 zu verstehen.

Das Gesamtvolumen des Porenraumes steht zum Gesamtvolumen der Kornmatrix bei
gegebener Porositit in einem festen Verhiltnis, so dafl

17 1 7
_/PN(TP)TP3 dT'p = —/PN(rk)T‘k3 d’l‘k (26)
Y iy,

gilt. Ferner kann man eine starke Korrelation zwischen den Verteilungen von Korn— und
Porenradien unterstellen (siche z.B. Busch & Luckner (1973)). Mit der Annahme, daf
sich beide Verteilungen nur durch einen konstanten Faktor im Argument unterscheiden,
besteht der einfache Zusammenhang

PN
o= (%) 5 #

wobei N, und N, die Anzahl der Kérner bzw. der Porenrdume sind.

Die der Gleichung (2.7) zugrunde liegende Annahme ist nur giiltig, solange die Kornver-
teilungsbreite s klein genug ist, so dafl Tp max < Tk,min- Ist diese Bedingung erfiillt, so ist
ein beliebiges Korn stets grofler als ein bestehender Porenraum. So wird ein halboffener
Porenraum wiahrend des Sedimentationsprozesses durch ein neu sedimentiertes Korn unter
Bildung einer Pore geschlossen, woraus Ny /N, = 1 folgt. Auch eine nachtrigliche Unter-
teilung eines Porenraumes in mehrerere Poren durch Suffusion kleinerer Kérner in eine
Pore ist damit ausgeschlossen. Die maximale Kornverteilungsbreite fiir diesen Fall kann
fiir die durch Gleichung (2.1) definierte Kornverteilung unter Verwendung von Gleichung
(2.7) leicht zu

1-¢

s < = 10%10(—

G p ) (2.8)

bestimmt werden. Fiir Porositdten von 0,05-0,39 liegt s, im Bereich von 0,21-0,03. Das
Kriterium 7, max < Tkmin wird auch fiir grolere Verteilungsbreiten s; als durch Glei-
chung (2.8) h1nre1chend genau erfiillt sein, da die Anteile der Korn— bzw. Porenradien in
den Randbereichen der Verteilung recht gering sind, und der einem Korn zur Verfiigung
stehende Radius kleiner ist als der durch das dquivalente Volumen definierte Porenradius.

Fiir sehr schlecht sortierte Korngefiige ist die Wahrscheinlichkeit abzuschétzen, dafl ein
der Kornmatrix hinzugefiigtes Korn mit dem Radius r, einen bestehenden Porenraum
fiillt und damit in mehrere kleinere Poren unterteilt. Diese Situation ist sehr schlecht zu
quantifizieren, da diese Wahrscheinlichkeit auch von der wahren Porengeometrie und von
Umlagerungsprozessen von kleinen beweglichen Kérnern durch den Porenraum abhéngig
ist. Eine Nichtberiicksichtigung dieser Effekte fiihrt dazu, dafl die Anzahl kleiner Po-
renrdume hoher sein wird als die durch Gleichung (2.7) und die Kornradienverteilung
vorhergesagten Werte. Das fiihrt zu einer systematischen Unterbestimmung des mittleren
Kornradius durch eine Inversion fiir schlecht sortierte Gefiige.
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Bei der Anwendung von Gleichung (2.7) muf
man beriicksichtigen, dafl der Porenradius 7,

T durch die mit der Pore volumen#quivalen-

In

//%’/:'f:'ﬂﬂ{"““““\ te Kugel definiert wurde. In einem realen
lllllllllﬂnﬂ“‘“‘{{\‘\ Gefiige ist ein Porenraum nicht kugelférmig,

IR
’/////Illllllllill‘\\\\kk\\\\\\\

sondern besitzt eine geometrisch recht kom-
TN 8

pliziert zu beschreibende Gestalt, niherungs-
weise etwa die des in der nebenstehenden

Abbildung gezeigten Korpers. Daher wird
\\\\\\%%““:““i,’;”:;% die tatsiichliche Oberlfliiche einer Pore im-
\\§§\\\\\§\\\||||mm/;/ mer grofler sein als die Oberfliche der vo-
lumeniquivalenten Kugel. Bei Berechungen,

in die die Oberflichen der Poren involviert
Abbildung 2.5: Oberfliche eines sind, muf} dieser Tatsache Rechnung getra-
Porenraumes gen werden.

Um die Diskrepanz zwischen den beiden Oberflichen zu quantifizieren, definiere ich den
Geometriefaktor «, der das Verhiltnis der Porenoberfliche zur Oberfliche der volu-
menéquivalenten Kugel beschreibt. Offensichtlich ist o), > 1, z. B. gilt oy, = 1,24 fiir
eine wiirfelformige Porengeometrie. Abbildung 2.5 zeigt beispielhaft einen Korper, der
in etwa meiner Vorstellung von der Geometrie einer Pore entspricht. Durch numerische
Integration iiber die Oberfliche dieses Kérpers wurde fiir diese Geometrie ein «, von 1,35
bestimmt. Fiir das zugrundeliegende Modell kann der exakte Wert von o, mit Hilfe der
kritischen Porositét ¢, berechnet werden. Da die Bestimmung von «,, gleichsam als Ne-
benprodukt der Berechnungen in Abschnitt 2.2.4 gelingt, soll an dieser Stelle auf diesen
Abschnitt verwiesen werden.

2.2 Elastische Moduln eines porosen Gefiiges

2.2.1 Der einzelne Kornkontakt

Wie in Abbildung 2.2 skizziert, umfafit eine intergranulare Kontaktregion des Radius R,
eine Anzahl | punktférmiger® elastischer Kontakte und eine geringe Menge elastischen
Zementes. Jeder einzelne dieser ,punktférmigen Kontakte“ wird durch seine Normal-
und Tangentialsteifigkeiten reprisentiert. Fiir den einfachen Fall zweier sich beriihrender
elastischer Kugeln mit den Radien 7y, r,, wie er in Abbildung 2.6 dargestellt ist, ergeben
sich einfache Ausdriicke fiir die Steifigkeiten.
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Wie Mindlin (1949) gezeigt hat, héngen
die Steifigkeiten dieses sogenannten Hertz—
Mindlin—Kontaktes vom Schermodul G4 und
der Poissonzahl g der Kugeln, sowie vom
Radius des Hertz—Mindlin Kontaktes r, bzw.
dem initialen Bindungsradius r, ab. Die
Normal—- und Tangentialsteifigkeiten eines
Kontaktes zweier Kugeln sind dann

4G,r,

/ = = = \ Kp = (29)
Kontaktflache f r 25 s
K und Ky = SR _s;bs. (2.10)

Abbildung 2.6: Hertz—Mindlin-Kontakt.

Dabei wird angenommen, dafl die Kugeln anfinglich auf einer Kreisfliche mit Radius
miteinander verbunden sind. Dies mag zum Beispiel auf eine Zementation, Sinterung oder
dhnliches zuriickzufiihren sein. Bei Einwirkung einer dufleren Kraft, z.B. durch Erhéhung
des hydrostatischen Drucks auf die Kugeln, vergréflert sich der Hertz—Mindlin-Kontakt
auf den Radius r. > 7. Im Falle einer unkonsolidierten Anordnung von Kugeln existiert
keine anfiangliche Bindung, d.h. 7, = 0. In diesem Fall besitzt der Kontakt keine Tangen-
tialsteifigkeit und das Verhalten des Kontaktes wird bei gegebenem Material nur durch
den Radius 7. beeinflufit. Dieser ist nach Tutuncu & Sharma (1992) unmittelbar von der
externen Auflast F' abhingig und kann mit der Beziehung

3(1 — ps) rpr
S = u *F 2.11
" 4G, T + Tq ( )

berechnet werden. Dabei sind 7, und r, die Radien der sich beriihrenden Kugeln. Wirkt
nur ein Druck py, auf die Kugeln, so ist die Kraft F' = 47r;%py. Sei r;, der Radius eines
Kornes und r, der Radius einer Rauhigkeit, d.h. das GréBenverhiltnis der Radien sei
TE > T, 50 ist der Radius

-

3m (1 — pg Ta \?
- ( ( Gsu)ph E) s (2.12)

2.2.2 Makroskopische Eigenschaften

Die Wirkungen aller Kontakte in einem Gefiige bestimmen die makroskopischen elasti-
schen Moduln, die man experimentell durch Messung der Geschwindigkeiten vp und wvg
ermitteln kann. Nehmen wir das Gefiige zunichst als eine trockene, zufillige Packung
von Kugeln an. Fiir diesen Fall konnte Digby (1981) den Schermodul G, und den Kom-
pressionsmodul K, bzw. die elastischen Geschwindigkeiten anhand der mikroskopischen
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Kontaktsteifigkeiten wie folgt berechnen:

(1—d)ows? =Gy = % (nn + g/et> (2.13)
(A =¢)C5

(1 - ¢)QS(UP2 - é/USQ) = Km =

. (2.14)

207, 3"
Ein weiterer Parameter neben der Porositit ¢ und dem Kornradius 7 ist die Koordina-
tionszahl Cj. Sie gibt die Zahl der benachbarten Kugeln in einer Packung an. Im Falle
idealer Kugeln, wie sie in der Originalarbeit von Digby (1981) betrachtet wurden, ist C
gleich der Zahl der Hertz—Mindlin—-Kontakte einer Kugel. Realistischer ist es, wenn man
das einzelne Korn als kugelig mit rauher, unregelméfig geformter Oberfliche annimmt. So-
mit treten an die Stelle der C}, Hertz—Mindlin—Kontakte zwischen den einzelnen Ko6rnern
flichige Kontaktregionen, die aus mehreren Einzelkontakten bestehen.

Diese Kontaktregion ist dann durch die Kontaktdichte n. charakterisiert, die die An-
zahl der Hertz—Mindlin-Kontakte pro Einheitsfliche angibt. Daher erweitere ich Cy aus
Gleichung (2.14) zu C n. Ac(¢)- Dabei gehe ich davon aus, daf die Fliche A.(¢) der Kon-
taktregionen anhand der Porositdt ¢ ableitbar ist. In der bisherigen Literatur wird A.(¢)
als ndherungsweise linear angenommen (Nolen—Hoeksema (1993), Murphy et al. (1993)),
obwohl ein nichtlineares Verhalten in experimentellen Daten (Murphy et al. (1993)) er-
sichtlich ist. In Abschnitt 2.2.4 werde ich daher die funktionale Abhéngigkeit der Fliche
A, von ¢ fiir eine Kornverteilung herleiten. Mit Hilfe dieser Erweiterung lassen sich die
elastischen Moduln aus den Gleichungen (2.13 — 2.14) gemeinsam mit den Gleichungen
(2.9 — 2.12) wie folgt schreiben:

3 n a1 30-wm)in
Gm = 3 —_— GS i C c Ac 1 _ 215
25072 7y PP 5 ((1_M5)%+ 2—pg) o) E" (4) (1 — ¢)(2.15)
3 3 Ta 2 _2
Km = 2 ——Dn Gs3 (1 - /’Ls) 8 Ck Uz Ac(¢) (1 - ¢) (216)
54m Tk

D.h. die zwei elastischen Moduln der Gefiigematrix sind abhingig von den mikroskopi-
schen Parametern G, ps, 7, Ck, n. und dem Verhiltnis :—Z, das als Maf fiir die Ober-
flachenrauhigkeit der K6rner angesehen werden kann. Ferner besteht eine Abhéngigkeit
von den makroskopischen Parametern ¢, p, und den aus ihnen abgeleiteten Groflien A.(¢)
und 7.(py). Dabei wird die Kontaktregionfliche A, einen dominierenden Einfluf} auf die
elastischen Moduln der Gefiigematrix haben.

2.2.3 Verhalten trockener Gefiige

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die elastischen Moduln fiir die Kornmatrix aus
den mikroskopischen Gefiigeparametern hergeleitet wurden, sollen im folgenden die ma-
kroskopischen Eigenschaften néher untersucht werden. Dazu zéhlen insbesondere die un-
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terschiedliche Sensitivitdt der Moduln auf einzelne Parameter, sowie die M6glichkeit, die
Berechnung der Moduln zu vereinfachen.

Zahlreiche Parameter in Gleichung (2.16) entziehen sich unserer Kenntnis. Die elasti-
schen Eigenschaften der einzelnen Korner und das Druckregime konnen aber als zeitlich
konstant angesehen werden. Aus diesem Grund konnen diese Parameter zu einer fiir das
Gefiige und dessen Lagerungsort charakteristischen Konstanten K, zusammengefasst wer-
den. Dadurch 148t sich der Kompressionsmodul vereinfacht durch

Km = KO (1 - ¢) Ac(qb) (217)

als Funktion der Porositéit schreiben. Fiir die neu eingefiihrte Funktion der relativen Kon-
taktregionfliche A (¢) gilt: A.(¢) ~ Cy A.. Sie sei auf den Funktionswert fiir ¢ =0 normiert,
so daf sie die Aufgabe einer Skalierungsfunktion mit

limK,,=K, und lim K,,=0 (2.18)
$—0 P—rde

erfiillt.

Auch die Berechnung des Schermoduls 148t sich weiter vereinfachen. Wie man an den Glei-
chungen (2.15) und (2.16) leicht sehen kann, ist das Verhiltnis der elastischen Moduln
unabhéngig von der Porositéit, der Koordinationszahl, der Kontaktdichte und der Korn-
grofle. Dazu dquivalent ist die von Winkler (1983) gezeigte Unabhingigkeit des Verhilt-
nisses vp/vs der seismischen Geschwindigkeiten oder der makroskopischen Poissonzahl
Wm der Gefiigematrix von diesen Parametern.

Bildet man das Verhiltnis der Geschwindigkeitsquadrate, so ergibt sich

ﬁ_ﬁ_'_é 3/€n+2/£t_3(2—ﬂs)+4:_ﬁ(1_/is)_ 1_/1'm (219)
vs?  Gm 3 Rntir (2—p) 32 (1 —p) 05— pm '

Anhand dieser Gleichung erkennt man, dafl die Poissonzahl p,, der Gefligematrix unmit-
telbar nur von der Poissonzahl i, des Kornmaterials und vom Verhéltnis des initialen
Bindungsradius 7, zum Radius r. der Hertz—Mindlin-Kontakte abhéngig ist. Daher ist es
moglich, den Schermodul der Gefiigematrix

3(1—2um,

G, = SU=2m) (2.20)

2 (14 pm)
mit Hilfe der Poissonzahl p,, direkt aus dem Kompressionsmodul zu berechnen, so dafl
die Abhéngigkeit von den strukturellen Parametern erhalten bleibt.

Wie aus Gleichung (2.12) hervorgeht, besteht weiterhin eine mittelbare Abhéngigkeit des
Radius 7. vom Schermodul G4 des Kornmaterials und dem hydrostatischen Druck pj,. Fiir
einen Hertz-Mindlin-Kontakt ohne anféngliche Bindung durch einen Zement oder dhnli-
ches (rp = 0) ist das Verhiltnis vp/vg = v/3 und somit die Poissonzahl p,, = 0,25. Dies
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gilt vollig unabhingig von allen weiteren Parametern, insbesondere der Poissonzahl des
Kornmaterials. Da weiterhin r, < r. gilt, kann die Poissonzahl der trockenen Gesteins-
matrix nur in einem Bereich 0 < p,, < 0,25 liegen. Fiir ein Gefiige, welches zusitzlich
eine Bindung durch einen Zement zwischen den Kornkontakten besitzt, ist die Poisson-
zahl von dem Verhiltnis r,/r. abhéingig. Mit Erhhung des Druckes verringert sich dieses
Verhiltnis, so dal die Poissonzahl gegen 0,25 strebt. Die Abbildung 2.7 verdeutlicht den
Zusammenhang zwischen der resultierenden Poissonzahl des Korngeriistes und den beiden
mikroskopischen Parametern ug und ry/r..
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Abbildung 2.7: Zusammenhénge zwischen der Poissonzahl der Kornmatrix p, in
Abhéngigkeit von der Poissonzahl der Korner pg und dem Anteil
:—’C’ des Zementes am Kontaktradius.

2.2.4 Berechnung der Kornkontaktflichen

Eine beliebige Stelle der Oberfléiche eines Kornes ist entweder eine Grenzfliche zum Poren-
raum oder eine Kontaktfliche zu einem benachbarten Korn. Um die gesamte Kontakt-
fliche zwischen den Kérnern A, in einer Probe zu bestimmen, verwende ich die Differenz
zwischen der Gesamtoberfliche aller Kérner und der Gesamtoberfliche des Porenraumes
A — A,. Die Oberfliche der Gesteinsmatrix Ay ist leicht anhand der Kornradiusvertei-
lungskurve zu bestimmen. Die enge Beziehung der Porenradius— zur Kornradiusverteilung
wie sie in Abschnitt 2.1.3 angenommen wurde, bestimmt auch die Oberfliche des Poren-
raumes A,.

Fiir eine gegebene Kornradienverteilung P(r;,) und unter der Verwendung des in Abschnitt
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2.1.3 definierten Geometriefaktors a, ist die Gesamtkontaktfliche

A=A — A, = / 47 12 Py drg — / a7 o, 12 Plry) dr,
0 0

= 4n (1 —_— (%) §> (ri?). (2.21)

Nimmt ¢ den Wert der kritischen Porositét ¢. an, so bilden die einzelnen Korner keine
feste Gesteinsmatrix mehr und das Gefiige geht in eine Suspension iiber. In diesem Fall
ist Ay, = 0, woraus

ap = (1 ;¢> ' (2.22)

resultiert. Wie in Abschnitt 2.1.1 erldutert wurde, betrigt die kritischen Porositit ¢, &~
0,39 fiir das hier betrachtete Gefiigemodell, so daf} o), =1,34.

Die in Gleichung (2.21) berechnete Fliche A, besitzt eine sphirische Form. Daher ist diese
Gleichung nur fiir den Ubergang aus der Suspension zum Geriist exakt giiltig, also fiir
¢ = ¢, und Ay = 0. Mit abnehmender Porositit infolge der Kompaktion werden zwischen
den einzelnen Kérnern Teile der sphirischen Oberflichen zu ebenen Kontaktregionen de-
formiert, sieche auch Abbildung 2.1. Dabei reduziert sich eine einzelne sphérische Fliche
A, zur ebenen Kontaktregionfliche

A, = A, — A2 AL (2.23)

In einer Packung sei jedes Korn mit C} anderen K&érnern umgeben, d.h. die Fliche A,
wird auf diese Anzahl von Kontaktregionen verteilt. Somit ist in Gleichung (2.23) A, durch
As/Cy zu ersetzen. Abhingig von der Kornradienverteilung wird die Koordinationszahl
Cy mit Gleichung (2.5) berechnet und es ergibt sich fiir den Erwartungswert der relativen
Kontaktregionfliche:

Aoy ~ (ChA) = (A, (1-AC AT (2.24)

Der Erwartungswert fiir die kritische Porositét ist gleich 0. Mit einer Normierung von
Gleichung (2.24) auf ¢ = 0 erhalte ich die relative Kontaktregionfliche:

Ac(@ = - Qyp (%)

0
1 + ap ( ) [oeNee]
1-9¢ 6[ Ofrk {27? — sin’l(—’"a )} Pn@a) Pn(re) drg dry

Tk+Ta

Wl

] (2.25)

w|
0%8

f)f Tk2 Sinfl(rk:‘_‘m) Pn(ra) Pn(ry) drg drg
2
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Die relative Kontaktregionfliche A, € [0,1] beschreibt die sukzessive Lockerung des
Gefiiges beim Ubergang vom soliden Kérper hin zur Auflssung des Korngeriistes in ei-
ne Suspension. Gleichung (2.25) impliziert die Annahme, daf sich die Porengestalt mit
abnehmender Porositét nicht &ndert, d.h. es wird o, = const. gefordert. Wie aus dem
einleitenden Abschnitt 2.1 dieses Kapitels hervorgeht, sind die hier verwendeten Modell-
vorstellungen nicht fiir beliebig kleine Werte von ¢ giiltig. Neben den dort beschriebenen
Griinden schriankt eine geometrische Verformung der Poren durch die diagenetischen Pro-
zesse den Giiltigkeitsbereich der Betrachtungen ein. Roberts et al. (1985) geben fiir ihre
Modellierungen von Kugelpackungen eine untere Porositdt von 0,04 an, ab der sich das
geometrischen Verhalten der Poren bei weiterer Kompaktion wesentlich dndert.

Im Giiltigkeitsbereich von Gleichung (2.25) 148t sich der elastische Kompressionsmodul
der Gefiigematrix durch Gleichung (2.17) beschreiben. Ferner wird aus Gleichung (2.25)
ersichtlich, dafl die relative Kontaktregionfliche A, und damit die elastischen Moduln
nichtlinear von der Porositéit ¢ und der Kornradienverteilung P(r,) abhéngig sind.
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Abbildung 2.8: Die Anderung der Kontaktfliche in Abhingigkeit von der Porositét
¢ und der Verteilungsbreite s, relativ zur Kontaktfliche fiir Korn-
verteilungsbreite s = 0.

Der Einflu} der Verteilungsbreite der Kornradien s; auf die relative Kontaktregionfliche
soll anhand der Abbildung 2.8 aufgezeigt werden. Dort wurde Ac(gb, sx) fiir verschiedene
Parameterpaare berechnet und auf die zugehorigen Funktionswerte von fic(qﬁ, 0) normiert.
Somit ist der alleinige Einflu} der Verteilungsbreite sichtbar.

Wie aus der Abbildung 2.8 ersichtlich wird, geht eine systematische Verringerung von A,
und damit der elastischen Moduln mit einer Verbreiterung der Kornverteilung einher. Die-
ser Effekt ist umso grofler, je hoher die Porositit des Gefiiges ist. Insgesamt ist der Einflufl
aber gering und liegt um 7 Prozent fiir ein sehr poroses, schlecht sortiertes Sediment.
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2.2.5 Der Einfluf3 der Porenfiillung

In Abschnitt 2.2.2 wurde der funktionale Zusammenhang der elastischen Moduln bzw. der
seismischen Geschwindigkeiten von den petrophysikalischen Parametern fiir ein trockenes,
poroses, korniges Medium hergeleitet. Im allgemeinen sind die Poren eines natiirlichen
Gefiiges aber zum Teil mit einem Fluid, meistens Wasser, gefiillt. Der Anteil des Fluids am
Porenraum ist die Fluidséttigung S,,, dementsprechend ist der Anteil am Gesamtvolumen
Sw®. Ein Gefiige mit S,, = 1 heifit daher geséttigt. Daher reduziert sich der gasgefiillte
Anteil des Porenraumes zu (1 — Sy,)¢. Durch die Fiillung des Porenraumes werden die
seismischen Geschwindigkeiten durch die Verdnderung der Dichte und der elastischen
Moduln beeinflufit.

Die Gesamtdichte p. ergibt sich aus den Dichten der festen, fliissigen und gasférmigen
Phase o, or und g4, die geméB ihres Anteils am Gesamtvolumen gewichtet werden, zu

Oc = (1 - ¢) 0s + Sw¢gf + (1 - Sw) ¢Qg' (2'26)

Die in Gleichung (2.26) definierte Dichte beeinfluflt die beiden seismischen Geschwindig-
keiten vp und vg in gleicher Weise, abhéngig von der Porositidt ¢ und der Sittigung S,.
Das Verhéltnis vp/vg wird durch die Variation der Dichte nicht beeinflufit.

Die Porenfiillung wirkt aber auch direkt und in unterschiedlicher Weise auf die elasti-
schen Moduln. Um den Einfluf§ auf die makroskopischen Parameter berechnen zu konnen,
miissen einige Anforderungen an das physikalische Verhalten im mikroskopischen Maflstab
gestellt werden:

1. Das System aus Korngeriist und Porenfiillung kann durch zwei Verschiebungsfelder,
eines fiir die solide, das andere fiir die fluide Phase, beschrieben werden. D.h. beide
Phasen sind vermischt und bilden jeweils ein Kontinuum.

2. Das Fluid befindet sich in miteinander verbundenen Porenrdumen, so dafl Fluidfluf§
stattfindet.

3. Das Fluid verfiigt iiber keine Scherfestigkeit.

4. Das Fluid bewirkt weder durch Fluf eine Verédnderung des Korngeriistes noch beein-
fluft es die Steifigkeit der Kontakte, z.B. durch Kohision oder Quellen des Zementes.

5. Die Porositét ist makroskopisch gleichformig verteilt.
6. Die Wellenléingen der betrachteten elastischen Wellen sind sehr viel grofler als die

grofite vorkommende Poren— oder Korngrofle. Eine Forderung, die fiir die Belange
der Seismik sicherlich erfiillt sein diirfte.
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Da es sich in dem hier betrachteten Fall um ein Gas oder Fluid handelt, wird der Scher-
modul G aufgrund der per definitionem fehlenden Scherfestigkeit der Porenfiillung nicht
beeinflufit. Der durch Messung von vg bestimmbare Schermodul ist also sowohl fiir ein
gesittigtes wie fiir ein trockenes Medium gleich dem Schermodul der Gesteinsmatrix G,.
Der Einflul der Porenfiillung auf die Scherwellengeschwindigkeit

ovs: = G, (2.27)
ist dadurch auf die Dichte g, beschrinkt und folglich recht gering.

Im Gegensatz dazu besteht eine starke Abhéngigkeit der Kompressionswellengeschwin-
digkeit vp vom Séttigungsgrad, da der Kompressionsmodul des Porenfluids Ky in der
Groflenordnung des Kompressionsmoduls K, der Gefiigematrix liegt. In Gleichung 2.14
wird K,, durch K ersetzt, so dafl

4
oevp” = K+ 3G, (2.28)

gilt. Der beobachtbare Kompressionsmodul K ist nun eine Funktion der Moduln der fe-
sten, fliissigen und in sehr geringem Mafle der gasformigen Phase. Diesen funktionalen
Zusammenhang liefert die Biot-Theorie (Biot (1956a) und Biot (1956b)). Das Verhalten
des Systems aus fester Matrix und teils fliissiger, teils gasférmiger Porenfiillung ist fre-
quenzabhingig. In der Seismik ist es dabei hinreichend, die Biot-Gassmann Gleichungen
nach Gassmann (1951a) als Ndherung fiir niedrige Frequenzen zu verwenden. Die Grenz-
frequenz vy, bis zu der die Gassmann-N#herung giiltig ist, wurde von Johnson et al.
(1987) anhand der Porositit ¢ und der Permeabilitét x, des Gesteins, sowie der Dichte
or und der Viskositidt n des Fluids berechnet:

Vigit, R (2.29)

Kp Qf.

Mit Wasser als Porenfluid kann man so fiir einen lockeren Sand mit ¢ = 0,37 eine kritische
Frequenz von 5kHz berechnen, fiir einen Sandstein mit ¢ = 0,2 ergeben sich schon 140kHz.

Fiir v < vy, ist der Kompressionsmodul durch die Gassmann—-Gleichungen

_ o K+ Q
T eR +Q

mit Q= Kf’eﬂ (Ks _ Km)
(Ks - Kf,eff)

(2.30)

beschrieben. In Gleichung (2.30) werden die Moduln fiir die gasfé6rmige und fluide Phase
zu einem effektiven Modul

S, 1-5,\"
K = (2= w .

9

des Fluid-Gas-Gemisches eines partiell geséttigten Porenraums zusammengefafit. Fiir den
Grenzfall S,, — 0 und unter Vernachléssigung des Kompressionsmoduls des Gases wird
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Abbildung 2.9: Links: Die seismischen Geschwindigkeiten in Abhéngigkeit von der
Séttigung S,. Rechts: vp/vs—Verhiltnisse in geséttigten Proben
abhéngig von der Porositit ¢ der Proben.

@ = 0, so da8 Gleichung (2.30) der Gleichung (2.17) fiir die trockene Kornmatrix ent-
spricht. Fiir den Grenzfall ¢ — 0 resultiert fiir K der Modul eines festen Kornes Kj.

Der Einflufl des Porenfluids auf die seismischen Geschwindigkeiten ist je nach Séttigungs-
grad sehr unterschiedlich. In Abbildung 2.9 sind vp und vg eines Sediments mit ¢ = 0,30
als Funktion der Séttigung dargestellt. Die S—Wellengeschwindigkeit vg wird aufgrund
der geforderten fehlenden Scherfestigkeit nur iiber die mit der Fluidsittigung zunehmende
Dichte beeinflufit und nimmt linear mit der Séttigung ab. Da die P-Wellengeschwindigkeit
in gleicher Weise von der Dichte abhingt, folgt sie dem Verhalten der Scherwelle, so
daf§ das Verhiltnis vp/vg fast iiber den gesamten Séttigungsbereich konstant bleibt. Fiir
Sattigungen von 0,99 bis 1 findet ein sehr starker, schon als sprunghaft zu bezeichnender
Anstieg von vp statt.

Damit einhergehend steigt das Verhiltnis vp/vg beim Ubergang zur vollstindigen Sitti-
gung an. Im folgenden soll untersucht werden, welche vp/vs—Verhéltnisse in einer gesittig-
ten Probe zu erwarten sind. Dazu wurde die Porositéit im Bereich [0, ¢.] variiert und das
vp/vs—Verhiltnis berechnet. Das Ergebnis ist ebenfalls in Abb. 2.9 dargestellt. Dort ist
zu erkennen, dafl eine merkliche Erhéhung dieses Verhéltnisses erst fiir Porositidten ab
0,30 festzustellen ist. Dies ist nicht in erster Linie auf den wachsenden Volumenanteil des
Porenfluids zuriickzufiihren, sondern vielmehr auf die stark abnehmende Festigkeit des
Korngeriistes fiir ¢ — ¢,. Fiir den Grenzfall des Ubergangs zur Suspension strebt die
Scherfestigkeit gegen 0 und daher vp/vg gegen unendlich.

Im Abschnitt 2.2.3 wurden die Poissonzahlen von trockenen Gefiigen untersucht und ge-
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zeigt, dafl das Korngeriist eine von der Porositit unabhingige Poissonzahl p,, besitzt,
die den Wert 0,25 nicht iibersteigt. Die mefibare Poissonzahl u eines geséittigten Gefiiges
ist dagegen sehr wohl von der Porositdt abhéngig. In Abbildung 2.10 sind die Zusam-
menhinge zwischen der mefibaren Poissonzahl p, der Poissonzahl der Kornmatrix p,, und
der Porositit ¢ dargestellt.

0.25[<

0901

0.21<

0.051<

0.4

Abbildung 2.10: Poissonzahl einer geséttigten Probe als Funktion der Porositdt und
der Poissonzahl der trockenen Kornmatrix.

Zusammenfassend kann man konstatieren, dafl die seismischen Geschwindigkeiten nur in
geringem MaBe von der Sittigung des Porenraumes abhingen. Erst der Ubergang zur
vollstindigen Séttigung des Porenraumes bewirkt eine merkliche Veréinderung von vp bei
konstant bleibendem vg. Deshalb lassen gemessene Poissonzahlen grofer als 0,25 auf eine
Fluidséittigung schliefen. Unter der Voraussetzung einer ausreichend hohen Porositit kann
dieses Verhalten als Indikator fiir eine Grundwasseroberfliiche dienen.

2.3 Fluide im Porenraum

Der Begriff Grundwasseroberfliche ist gebrduchlich, um die Grenzfliche anzusprechen, auf
der der hydrostatische Druck p;, gleich dem Luftdruck ist. Das entspricht der Grenzfliche
eines Bereiches mit vollstindig geséttigtem Porenraum. Die Grundwasseroberfliche sollte
nicht mit dem Grundwasserspiegel verwechselt werden, womit der Wasserstand in Brunnen
nach Druckausgleich mit dem Grundwasser bezeichnet wird. Der Ausdruck ,,Grundwas-
seroberfliche® ist auch insofern irrefithrend, da er die Existenz einer scharfen geometri-
schen Grenze impliziert, die einen Bereich mit vollstindig wassergesittigten Poren von
einem mit vollstindig luftgefiillten Poren trennt. Tatséchlich wird der Wassergehalt der
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ungesittigten Zone eines Bodens oberhalb der Grundwasseroberfliche durch verschieden-
ste Mechanismen beeinflufit. Zum einen werden Wassermolekiile und Ionen durch Adsorp-
tion an der Oberfliche der Kérner gehalten. Zum anderen verédndern zeitlich variierendes
Einsickern und Abfliefen den Sattigungsgrad in der ungeséttigten Zone. Wihrend der dy-
namische Prozefl des Wasserflusses von der Permeabilitit des Gesteins kontrolliert wird,
bestimmen die Kapillarkrifte im Porenraum den verbleibenden Wassergehalt des durch-
flossenen Mediums.

Der Séttigungsgrad eines Gesteins ist definiert als das Verhéltnis des Volumens der fluid-
gefiillten Poren zum Gesamtvolumen des Porenraumes.

2.3.1 Adsorption an der Kornoberfliche

Neben den mobilen Fluiden im Porenraum ist ein Anteil des Wassers im Porenraum
an die Mineralpartikel des Korngeriistes gebunden. Dieses Adsorptionswasser bildet eine
geschlossene Schicht von nur einigen Lagen Wassermolekiile auf der Oberfliche des Po-
renraumes, welche die Eigenschaften bei geringen Sdttigungsgraden dominiert (Knight &
Dvorkin (1992)). Mit wachsendem Abstand zur Kornoberfliche lassen die Wechselwirkun-
gen zwischen Wasser— und Mineralmolekiilen nach, so daf} sie ab der 4. monomolekularen
Schicht (Fripiat et al. (1982)) vernachléssigt werden konnen. Thorp (1959) bestimmte die
Dicke einer monomolekularen Wasserschicht zu 0,35 nm. Der Anteil des Adsorptionswas-
sers am Porenraum l48t sich anhand der Oberfliche des Porenraumes und der Anzahl der
monomolekularen Wasserschichten berechnen:

3,5-1071° N, 4,

Sw
Vo

(2.32)

Dabei bezeichnen A, und V, die Oberfliche bzw. das Volumen des Porenraums und N,
ist die Anzahl der Wassermolekiilschichten.

2.3.2 Wirkung der Kapillarkrifte

Die Kapillarkrifte im Porenraum bewirken, dafl Wasser entgegen der Gravitation in den
Poren gehalten wird oder entlang geeigneter Wegsamkeiten aufsteigen kann. Das bedeu-
tet, daBl der Porenraum bei der Austrocknung eines Bodens nicht vollig entleert wird.
Ferner steigt Wasser aus einem Grundwasserreservoir in den Bereich oberhalb des Grund-
wasserspiegels auf und bildet dort die Kapillarwasserzone mit teilgesdttigtem Porenraum.
Innerhalb der Kapillarwasserzone ist eine sukzessive Abnahme der Wassersittigung mit
der Hohe iiber dem Grundwasserspiegel zu beobachten. Knapp oberhalb des Grundwasser-
spiegels ist der Porenraum praktisch geséttigt, wiahrend weiter oben nur noch die kleineren
Poren Wasser enthalten.
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Die Ursache der Kapillaritét liegt in der Grenzflichenenergie zwischen beliebigen Stoffen.
Die Grenzflichenenergie ist proportional zur Grenzfliche selbst, wobei der Proportiona-
litatsfaktor die spezifische Grenzflichenenergie oder Grenzflichenspannung o ist. Fluide
und Gase konnen als mobile Aggregate unter Materialtransport den Zustand minimaler
Grenzfliche annehmen, weshalb z.B. Tropfchen kugelig sind. Die Grenzflichenspannung
zwischen zwei Stoffen kann auch negative Werte annehmen. Diese fiihren zur Durchmi-
schung von zwei Fliissigkeiten oder zur Benetzung eines Festkorpers durch eine Fliissigkeit.

Im Porenraum eines Gesteins sind drei Pha-

sen vorhanden. Wie in Abbildung 2.11 ge-

o zeigt, treten drei unterschiedliche Grenz-
2

% /////// flichen mit ihren jeweiligen spezifischen

Grenzflichenenergien auf: fliissig—fest oy,

solid gas
%/ gasformig-fliissig o, und gasformig—fest o,

013 auf. An der Grenzlinie aller drei Phasen,
miissen die Spannungen im Gleichgewicht
5 sein, d.h. o} = o5 — 045 = —04s cos(¥), wo-

bei o}, die sogenannte Haftspannung und ¢
der Randwinkel ist, den die Fliissigkeitsober-
fliche mit der Porenwand einschlief3t. Fiir gut
benetzende Fliissigkeiten ist dieser Winkel
sehr klein, so dafl cos(¥) ~ 1 gilt. Fiir die
in dieser Arbeit betrachteten Fille verwende
Abbildung 2.11: Gleichgewichtszustand ich 0% = 7,42 - 1072Nm ™' fiir eine Wasser—
der Grenzflichenspannungen. Quarz—Grenzfliche bei einer Temperatur von
Nach Gerthsen et al. (1989). 10° Celsius.

fluid

Fiir einen zylindrischen Porenraum 148t sich aus dem Spannungsgleichgewicht leicht der
Kapillardruck ableiten. Sei der Radius des Zylinders r,, so wirkt die Haftspannung o7, auf
einen Rand der Lénge 277,. Normiert man die resultierende Kraft auf die Zylinderquer-
schnittsfliche, so erhélt man den Kapillardruck

e =l = v (2:33)
p

der dem hydrostatischen Druck entgegenwirkt. Der hydrostatische Druck eines Fluids ist
abhéingig von der Hohe h,, der Wassersdule py, = gosh,, so daf die Steighthe des Fluids

2 *
hy = —2v (2.34)
9gOorTp

ist.

Eine Pore bleibt fluidgefiillt, solange der hydrostatische Druck den Kapillardruck nicht
iibersteigt, d.h. wenn p —p, > 0. Mit diesem Kriterium kann man eine erste Abschéitzung
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machen, ab welchem Porenradius Kapillarkrifte beriicksichtigt werden miissen, da das
Porenfluid nicht mehr aufgrund des Eigengewichtes aus der Pore ausfliefit. Gegeben sei
eine kugelférmige, unten offene Kapillare mit Radius r,, gefiillt mit einem Fluid, so daf}
der Fluiddruck an der Unterkante 2gosr, betrégt. Fiir die Radien, bei denen sich eine
gefiillte Pore entleert, gilt dann:

20" 0,0742Nm™*
20017y — 20 >0 & 1> | 9 75 mm.
f'p r P 907
p

2.3.3 Berechnung der Fluidsittigung

Mit dem Kriterium py — pp, > 0 ist durch Gleichung (2.33) dann der Porenradius r,
definiert, fiir den ein Gleichgewicht zwischen den Kréften herrscht. Demnach existiert ei-
ne scharfe Trennung zwischen kleineren gefiillten und grofleren leeren Poren. Bei dieser
Uberlegung wurde aber lediglich eine einzelne Pore betrachtet, withrend in einem Gefiige
mehrere Poren miteinander verbunden sind. Daher miissen die Kapillardriicke der an-
grenzenden Poren dahingehend beriicksichtigt werden, dafl eine zentrale Pore dann fluid-
gefiillt bleibt, wenn ihr Kapillardruck grofler ist als der hydrostatische Druck minus des
Kapillardruckes jeder einzelnen umgebenden Pore. Daraus folgert, dafl jede umgebende
Pore einen grofleren Radius besitzen muf}, damit die zentrale Pore beim Austrocknen des
Gefiiges gefiillt bleibt. Die Porenradienverteilung bestimmt also die minimale ,irreduzible
Séttigung, die durch ein Austrocknen erreicht werden kann.

Dabei betrégt die Wahrscheinlichkeit, daf8 eine Pore mit r, von ¢, Poren des Radius r,;
mit 7, < g, fiir alle ¢ € 1...c, umgeben ist

Cp

Puey) = |1-— / Pr(ra) drg | - (2.35)

P

Die Gleichungen (2.33, 2.35) beschreiben den Effekt der Kapillaritét fiir die mikrosko-
pische Groflenordnung einzelner Poren. Um die makroskopischen Auswirkungen zu be-
stimmen, wird iiber alle Poren der unterschiedlichen Groflen und deren Auftrittswahr-
scheinlichkeit integriert. Unter Beriicksichtigung der irreduziblen Sattigung und des an
den Kornoberflichen adsorbierten Fluids durch Gleichung (2.32) kann folgende Gleichung
zur Berechnung der Fluidsdttigung S, aufgestellt werden:

Of ’f'pl3 PN(rp) d’f'p + f’ (’f'p3 PH(rp) + 30tp da ’I'p2 (1 — PH(Tp))) PN(TP) d’f'p
Sy = L _ . (2.36)
b[ 7p> P (rp) drp
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Nach einigen elementaren Umformungen und der Umrechnung eines Poren— in einen Korn-
radius erhilt man eine Abhéngigkeit von der Kornverteilungskurve:

3ay, d,
p, (1 — PH(rk'))> Pm(rk’) dil (237)

Sw = M) + / (PH(rk'w .
k
Tk

mit Ty =

( & )5 0,1484 Nm™1
1—¢ Ph '

Gleichung (2.37) verdeutlicht die direkte Abhéngigkeit der Wassersittigung vom hy-

=
a1
RO T

Abbildung 2.12: Sattigungskurven in Abhingigkeit vom mittlerem Kornradius 7y
und der Verteilungsbreite s.

drostatischen Druck und der Korngréflenverteilung. In Abbildung 2.12 werden die nach
dieser Gleichung berechneten Sattigungskurven fiir Gefiige mit den mittleren Kornradien
rr = 10, 50 und 100 pm, sowie fiir die Verteilungsbreiten s, = 0,5, 1,0 und 1,5 gezeigt.
Der Anschaulichkeit halber wird anstelle des hydrostatischen Druckes die dquivalente
Hohe der Wassersidule angegeben, um abschétzen zu kénnen, innerhalb welcher Bereiche
eine Beeinflussung der Fluidséittigung durch die Kapillarkrifte zu erwarten ist.

2.3.4 Permeabilitit eines Sedimentes

Wiéhrend die Geometrie des Untergrundes als zeitlich konstant betrachtet werden kann, ist
die Art und Quantitit der Porenfiillung variabel. Die hohe Mobilitit der Fluide fiihrt zu
einer zeitlichen Variation der vom Sattigungsgrad abhingigen geophysikalischen Parame-
ter. Daher ist das Flieverhalten von Fluiden durch den Porenraum von groflem Interesse.
Die Grundlage der folgenden Betrachtungen sind die Versuche Henry Darcys zum Flie3-
verhalten von Wasser durch Sandfilter. Die Ergebnisse dieser Versuche fafite Darcy (1856)
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zu der nach ihm benannten Formel

de _ HhAq 8])

& v0; . (2.38)
zusammen. Die Durchfluimenge als Volumen pro Zeiteinheit ist proportional zum Druck-
gefille zwischen den Enden des durchflossenen Koérpers entlang des Weges x. Der Propor-
tionalitétsfaktor setzt sich dabei aus der Querschnittsfliche der Probe A,, der Gravitati-
onsbeschleunigung ¢, der Dichte des Fluids g und einer Konstanten 4, der hydraulischen
Leitfdhigkeit, zusammen. Wie schon in den vorhergehenden Abschnitten sollen die durch
die Darcy-Formel beschriebenen makroskopischen Eigenschaften eines Sandkorpers mit
Hilfe von Betrachtungen im mikroskopischen Mafistab erkléirt werden. In diesem Fall wird
angenommen, dafl der Fluidflul durch den Porenraum durch das Gesetz von Hagen-—
Poiseuille fiir die laminare Rohrstromung addquat beschrieben werden kann. Das heifit,
daf sich in einer als Zylinder approximierten Wegsamkeit des Porenraumes ein paraboli-
sches Geschwindigkeitsprofil vs(r) = %‘gg ausbildet. Das Fluid wird dabei im Zentrum
des Zylinders am schnellsten transportiert, wihrend es an den Porenwéinden haften bleibt.
Damit folgt:

avy 9
—dtf = {27rapr’vf(r’) dr' = 7;—(;;’7 rpt a—i (2.39)

Fiir die Berechungen in Abschnitt 2.2.4 wurde der Parameter o, eingefiihrt, um die Dis-
krepanz zwischen der Oberfliche der volumenéquivalenten Kugel mit Radius 7, und der
tatsdchlichen Oberfliche der Pore zu quantifizieren. Erfolgt ein zweidimensionaler Schnitt
durch das Gefiige, so vergroflert sich der Umfang des betrachteten Zylinders in Gleichung
(2.39) um «,. Durch die Kombination der Formel von Darcy (2.38) und des Hagen-
Poiseuille-Gesetzes (2.39) ist es moglich, die hydraulische Leitfihigkeit p zu bestimmen.
Es gilt:

GO0 4
8n4, *

(2.40)

Ersetzt man die Probenquerschnittsfliche A, durch den dquivalenten Ausdruck A;/¢ und
fiihrt die Porenradien wie gewohnt auf die Massenverteilung der Kérner zuriick, so ergibt
sich nach einigen Umformungen :

&)

0

o0

-1
1
/T—Pm(rk) dT‘k] . (2.41)

0 k

gora, ¢
8n (1-9)

Weitere Vereinfachungen der Gleichung (2.41) héingen von der Kornradienverteilung ab.
Die in Gleichung (2.1) definierte Kornverteilung besitzt die Eigenschaft, dafl die hydrau-
lische Leitfahigkeit unabhingig von der Verteilungsbreite s ist. Somit kann Gleichung
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(2.41) zur wohlbekannten Kozeny-Carman—Gleichung

gorp ¢5/3 2
n (1= 9P

(2.42)

vereinfacht werden. Dabei ist anzumerken, dafl der Faktor % in Abhéngigkeit von der kri-

tischen Porositéit sehr gut mit dem durch Carman (1937) experimentell bestimmten Wert
von % iibereinstimmt. Statt der hydraulischen Leitfihigkeit wird auch die Permeabilitét

Ui
K.

— 2.43
"= Gorn (2.43)

zur Charakterisierung angegeben. Da die Permeabilitdt um die Eigenschaften des Fluids
bereinigt ist, hingt ihr Wert nur von den Eigenschaften der Gesteinsmatrix ab.

Bei der obigen Herleitung der Leitfihigkeit wurde angenommen, dafl der Porenraum
vollstindig geséttigt ist. Mit abnehmender Sattigung wird auch die hydraulische Leitfihig-
keit sinken, da immer weniger Porenkanéle zum Durchflufl zur Verfiigung stehen. Die Si-
tuation ist theoretisch nur schwer zu beschreiben, weshalb man auf experimentell ermit-
telte Formeln zuriickgreift. Folgende einfache und von weiteren Parametern unabhingige
Formel wurde von Irmay (1954) gefunden:

Sw — Sz)?’
1-8;/

Danach wird die durch Gleichung (2.41) berechnete hydraulische Leitfahigkeit xy(1) fiir
eine gesittigte Probe durch einen Faktor erweitert, der von der Sattigung S, und der
irreduziblen Sattigung S; abhéngig ist.

Kp(Sw) = Hh(l)( (2.44)

2.4 Der elektrische Widerstand des Gefiiges

Die in dieser Arbeit betrachteten Materialien der Gefiigematrix sind schlechte Leiter mit
einem hohen spezifischen Widerstand von p > 10% Qm. Fiir die Leitfihigkeit des Gesteins
zeichnen daher die Eigenschaften des Porenraumes verantwortlich, das heiffit in diesem
Falle die Porositéit ¢, der Sittigungsgrad der Poren S, und der spezifische elektrische Wi-
derstand p; des Porenfluids, abhéngig von der Art und Konzentration der gelosten Ionen.
Der Zusammenhang zwischen diesen Groéfen und dem mefbaren spezifischen Widerstand
wurde fiir porése Gesteine zuerst von Smith-Rose (1934) und Archie (1942) untersucht.
Das wesentliche Ergebnis dieser Arbeiten ist die bekannte empirische Formel von Archie:

p = prp S, " (2.45)

Die Abhéngigkeit des spezifischen elektrischen Widerstands einer Probe von der Poro-
sitdt ¢ und der Sittigung S, des Porenraumes wurde dabei als durch ein Potenzgesetz
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beschreibbar angenommen. Dabei sind die Exponenten m, und n, empirisch zu bestim-
men. Fiir Sande und Sandsteine wurde fiir den Zementationsexponent 1,3 < m, < 2,5
und fiir den Sattigungsexponent 1,7 < n, < 2,8 ermittelt. Der Sattigungsexponent n, ist
dabei umso kleiner, je breiter die Kornradienverteilungskurve ist.

Die Verwendung empirischer Formeln als Grundlage zur Modellierung synthetischer Da-
ten, insbesondere innerhalb eines Inversionsalgorithmus, ist allerdings heikel. Da die ge-
nauen Zusammenh#nge zwischen den Parametern m,, n, und den einzelnen Gefiigepara-
metern nicht genau bekannt sind, ist eine Anwendung nur in den Fillen méglich, in denen
schon eine breite Datenbasis besteht, aus der diese Parameter bestimmt werden kénnen.
Diese sind dann teilweise nur fiir eine spezielle Art von Gesteinen, oder auch nur fiir eine
bestimmte Formation, d.h. lokal eingeschriinkt, giiltig. Die Ubertragung auf andere Unter-
suchungsgebiete ist in der Regel nicht moglich. Die theoretische Behandlung des Problems
gestaltet sich indes sehr schwierig. Zwar konnten Sen et al. (1981) in der Theorie und De
la Rue & Tobias (1959) durch Experimente m, = % fiir zufillige Kugelanordnungen bei
Porosititen ¢ > 0,60 nachweisen, ein exaktes Verstindnis und eine analytische Formu-
lierung dieser Zusammenhénge konnte fiir geologisch realistische Materialien bisher aber
noch nicht erreicht werden.

Durch zahlreiche numerische Experimente
anhand von Netzwerkmodellen wurde ver-
sucht, die empirische Archie-Formel auf eine
nachvollziehbare theoretische Grundlage zu
stellen. Ausgehend von anfianglich einfachen
Widerstandsnetzwerken, wie das nebenste-
hend Abgebildete, die Schopper (1966) ver-
wendete, wurden weiter verfeinerte Metho-
den entwickelt. Zum Beipiel bei der Untersu-
chung von Kugelverteilungen durch Roberts
et al. (1985) und der Betrachtung dreidimen-
sionaler Netzwerke, deren elektrisches Ver-

halten bei Verdnderung der Sittigung von
Suman et al. (1997) modelliert wurde. Allen
Bemiihungen gemein ist zum einen die Vali-
Abbildung 2.13: Aufbau eines Wider- dierung der Gleichung (2.45) und zum ande-

standnetzwerks ren eine verbesserte Vorhersage der elektri-
schen Eigenschaften eines Gefiiges.

Zur praktischen Berechung des Einflusses der Fluidséttigung auf den spezifischen Wider-
stand des Gefiiges werden die einzelnen Widerstéinde des in Abbildung 2.13 gezeigten
Netzwerkes nach der numerischen Haufigkeit und der Séttigungswahrscheinlichkeit der
einzelnen Poren und deren Widerstand belegt. Der Widerstand einer einzelnen Pore wird
unter Annahme einer zylindrischen Geometrie berechnet, so daf§ fiir eine geséttigte Pore
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gilt:

V3 py
\3/57r7“p'

Dabei sind [ die Lange und A, die Querschnittsfliche der Pore. Eine leere Pore besitzt
durch das an den Kornpartikeln adsorbierte Wasser eine geringe restliche Leitfahigkeit,
so daf} in Abhéngigkeit von der Anzahl N,, der monomolekularen Wasserschichten gilt:

V3 py
/27 N, 0,35-10"%m

Der resultierende Widerstand des Netzwerkes wird mit Hilfe der Kirchhoffschen Knoten—
und Maschenregel berechnet (Madden (1976)). Fiir ein Gefiige mit einem mittleren Korn-
radius von 50 pym und einer Porositdt von 0,20 zeigt Abbildung 2.14 die Abhéngigkeit
des spezifischen elektrischen Widerstandes von der Wasserséittigung. In der doppeltloga-
rithmischen Darstellung zeichnet sich die Giiltigkeit von Archies Formel durch Geraden
aus. So existieren fiir hohe und mittlere Sattigungen Abschnitte in denen der funktionale
Zusammenhang durch Geraden approximiert werden kann. Allerdings wird auch deutlich,
dal das Verhalten eines Gefiiges nicht {iber den gesamten Sdttigungsbereich durch die
Archie-Formel beschrieben werden kann.

R,’ = pr Z/Aq = (246)

R; (2.47)

10°¢

103? R . . ?

p(s,) / p(1)

b 8150\ 125\ 100 \ 075\ 050 )

I
10 ‘ =
10 10" s 10°

w

Abbildung 2.14: Der spez. Widerstand ungeséttigter Gefiige relativ zum spez. Wi-
derstand bei vollstandiger Séttigung abhéingig von der Kornvertei-
lungsbreite sy.
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2.5 Vergleich mit experimentellen Daten

Nachdem in den letzten Abschnitten ein Gesteinsmodell vorgestellt wurde, soll in diesem
Abschnitt iiberpriift werden, inwieweit die Modellvorstellungen mit experimentellen Daten
in Einklang stehen. Fiir die Uberpriifung der elastischen Eigenschaften werden zuniichst
Messungen von vp, vg und g, mit unterschiedlichen Werten fiir ¢, p und S,, benétigt. Ein
Datensatz aus ungefihr 450 einzelnen Messungen wurde aus veroffentlichten Ergebnissen
von Domenico (1977), Gregory (1976), Han et al. (1986), Murphy et al. (1993), Tosaya
& Nur (1982), Winkler (1985), Wyllie et al. (1956) und Wyllie et al. (1958) zusammen-
gestellt. Bei den gemessenen Proben handelt es sich um Sandsteine und Sande mit einem
Tongehalt von weniger als 15 Prozent oder Glédsern und Sinter aus reinem Quarz.
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Abbildung 2.15: Daten aus Experimenten mit einem Druck von 5 MPa. Siehe auch
die Beschreibung zu Abbildung 2.17.
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p Ky 0s  fm Tk Sk O G relativer Fehler in %

MPa GPa kg/m? m G, K, 0. vp vg
5 30 2650 020 10° 05 1.34 0391|194 254 24 82 104
10 35 2650 0.20 10=* 0.5 1.34 0389|175 23,7 24 59 86
20 38 2650 0.19 10~ 0.5 1.34 0.391 | 159 169 2,0 52 81
30 37 2650 0.17 1072 0.5 1.34 0.391|155 20,4 25 58 7,5
40 35 2650 0.17 107 0.5 135 0.389|17,2 19,5 21 6,6 9,2
50 37 2650 0.11 10 0.5 1.46 0.361|157 14,3 0,2 82 86

Tabelle 2.1: Fiir die Anpassungen in den Abbildungen 2.15-2.17 verwendete Pa-

rameter.
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Abbildung 2.16: Daten aus Experimenten mit einem Druck von 10-40 MPa. Siehe
auch die Beschreibung zu Abbildung 2.17.
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Die Abbildungen 2.15, 2.16 und 2.17 zeigen die gemessenen elastischen Geschwindigkei-
ten bzw. die daraus ermittelten Moduln in Abhéngigkeit von der Porositéit unter jeweils
unterschiedlichen Umgebungsdrucken. Diese Daten werden mit Hilfe des in diesem Ka-
pitel entwickelten Modells angepafit. Die dazu benutzten Parameter sind in Tabelle 2.1
zusammengestellt.

fo®

8 p=50 MPa

0 0.1 0.2 03 04 0 01 0.2 03 0.4

40

T T
o Q
9 o
£ £
N4 o

0.4 0.4

Abbildung 2.17: Daten aus Hochdruck-Experimenten. In den Abbildungen 2.15 bis
2.17 sind die Messungen wassergesittigter (trockener) Proben mit
+ (o) gekennzeichnet und die entsprechende theoretische Kurve mit
einer durchgezogenen (gepunkteten) Linie dargestellt. Dargestellt
sind jeweils oben links die Kompressionswellengeschwindigkeit vp,
oben rechts die Scherwellengeschwindigkeit vg, unten links der Kom-
pressionsmodul K, und unten rechts der Schermodul G,,, jeweils
in Abhéngigkeit von der Porositit ¢.
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Im rechten Teil der Tabelle 2.1 befinden sich die bei der Anpassung resultierenden relativen
Fehler e, in Prozentpunkten, die nach

N gk 2 %
e, = 100 (%Z (dl d.dz> ) (2.48)

2

berechnet wurden, wobei d; die vorhergesagten und d; die gemessenen Observablen be-
zeichnen. Anhand dieser Resultate kann man konstatieren, dafl das hergeleitete Modell
das physikalische Verhalten verschiedener Gesteine recht gut beschreibt. Hervorzuheben
ist dabei, daf} der von der Anschauung her eingefiihrte Parameter o, iiber einen grofien
Bereich nicht verdndert werden mufl. Die Abweichung dieses Parameters fiir die Daten fiir
Gesteine unter 50 MPa Druck ist moéglicherweise dadurch erkliarbar, dal diese Versuche
iiberwiegend an Gefiigen aus kiinstlichen Materialien durchgefiihrt wurden.

Um die Giiltigkeit der Archie-Formel zu iiberpriifen bzw. die Werte fiir den Zementati-
onsfaktor und den Sattigungsfaktor zu ermitteln, wurden zahlreiche Versuche an Sand-
steinproben durchgefiihrt. Die in Abbildung 2.18 dargestellten Daten wurden aus den Pu-
blikationen von Wong et al. (1984), Roberts et al. (1985), Doyen (1988), Taherian et al.
(1990) und Knight (1991) entnommen. Zur Abschétzung der Werte, welche die Exponen-
ten in Gleichung (2.45) annehmen kénnen, wurden die Ergebnisse doppeltlogarithmisch
aufgetragen.
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Abbildung 2.18: Ergebnisse von Untersuchungen des geoelektrischen Verhaltens von
Sandsteinen. Links: Die Abhéngigkeit des spez. elektr. Widerstands
von der Porositidt und rechts die Abhingigkeit von der Fluidsétti-

gung.
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Um die Messungen an den unterschiedlichen Proben miteinander vergleichen zu kénnen,
wurden die Mefiwerte in geeigneter Weise normiert. Die durch die Archie-Formel gegebe-
nen Schranken wurden als Linien der Abbildung hinzugefiigt. Der Zementationsexponent
wurde auf den Bereich 1.3 < m, < 2.3 und der Sittigungsexponent auf das Intervall
0.7 < n, < 2.1 eingeschréankt.

Wie aus Abbildung 2.18 ersichtlich wird, 148t sich die Abhéngigkeit des spez. elektrischen
Widerstands gut durch ein Potenzgesetz beschreiben. Eine systematische Abweichung
von dem Verhalten, das durch die Archie-Formel vorhergesagt wird ist nicht zu erken-
nen. Im Gegensatz dazu wird der funktionale Zusammenhang zwischen Widerstand und
Fluidsédttigung durch die Archie-Formel nur sehr schlecht erkliart. Einzig die in Abbil-
dung 2.18 durch Quadrate gekennzeichnete Probe eines Berea Sandsteins kann durch sie
addquat beschrieben werden. Alle anderen Proben zeigen ein Verhalten, wie es in Ab-
schnitt 2.4 durch Berechnungen mittles eines Widerstandnetzwerkes vorhergesagt wird

(siehe auch Abbildung 2.14).

Der Ubersicht halber sind in der Tabelle 2.2 noch einmal alle fiir die konkreten Berech-
nungen benotigten physikalischen Eigenschaften des Kornmaterials, des Porenfluids und
der gastformigen Phase zusammengefafit.

Kornmaterial

Kompressionsmodul von Quarz K 37,3-10° Pa
Schermodul von Quarz G, 44.3-10° Pa
Poissonzahl von Quarz s 0,075

Dichte von Quarz 0s 2650 kg/m3
Porenfluid

Kompressionsmodul von Wasser Ky 2,25-10° Pa
Dichte von Wasser o5 998 kg/m?
Viskositit von Wasser, 20°C n 1,025-10"% Pas
Spez. elektr. Widerstand von Wasser ps 0,1-10 Qm
Porengas

Kompressionsmodul von Luft K, 105 Pa
Dichte von Luft 0g 0,85 kg/m?
Viskositéit von Luft, 0,1MPa, 0°C n 1,74-10°% Pas
weitere Parameter

Spez. Oberflichenspannung eines

Quarz—Wasser—Luft-Kontaktes of  7,42-1072 Nm!
Kritische Porositit O 0,39

Tabelle 2.2: Die in dieser Arbeit verwendeten Materialparameter.
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2.6 Zusammenfassung

Ausgehend von einer einfachen geometrischen Beschreibung eines Gefiiges als regellose An-
ordnung einzelner kugeliger Kérner, wurden die verschiedenen physikalischen Figenschaf-
ten eines Probekorpers hergeleitet. In Abschnitt 2.2 wurden die seismischen Geschwindig-
keiten fiir trockene und feuchte Gefiige berechnet. Dabei wurden zahlreiche Gréfen, die fiir
das Verstdndnis der mikroskopischen Eigenschaften nétig waren, aber praktisch nicht zu
bestimmen sind, in geeigneter Weise zusammengefafit, um die makroskopische Beschrei-
bung zu vereinfachen. Dabei werden die elastischen Eigenschaften trockener Gefiige durch
die Gleichungen (2.17), (2.20) und (2.25) beschrieben. Ist zusitzlich ein Porenfluid zu
beriicksichtigen, so sind zusétzlich die Gleichungen (2.26), (2.30) und (2.31) anzuwenden.
Im weiteren wurde der charakteristische Einflul des Porenfluids herausgearbeitet, welches
im wesentlichen nur die P~Wellengeschwindigkeit beim Ubergang zur vollstindigen Sitti-
gung beeinflufit. Sind durch geeignete Erkundungsmethoden Informationen sowohl iiber
die S— als auch die P-Wellengeschwindigkeit verfiighar, so erdffnet sich die Moglichkeit
die Einfliilsse von Korngeriist und Porenraum zu separieren. Der spezifische elektrische
Widerstand eines Gefiiges wurde in Abschnitt 2.4, durch eine #hnliche Verfahrensweise
wie die elastischen Parameter, hergeleitet. Hier wurde konstatiert, dafl der elektrische Wi-
derstand von Gefiigen vor allem von den geometrischen Eigenschaften des Porenraumes
sowie der Fluidsattigung abhéngt.

Um seismische und elektrische Messungen miteinander zu verkniipfen, sind gemeinsame
Parameter fiir beide Methoden nétig. In der in diesem Kapitel darstellten Betrachtungs-
weise sind dies die Porositéit ¢ und die Fluidsittigung S,,, welche die drei mefibaren Grofien
vp, vg und p auf sehr unterschiedliche Weise beeinflussen. Demnach werden gemeinsame
Schichtgrenzen durch eine Anderung der Porositiit oder durch eine Grundwasseroberfliiche
definiert. Diese fithren nach den Erkenntnissen aus Abschnitt 2.3 nicht zu gleich lokali-
sierten Schichtgrenzen der elastischen und elektrischen Parametern, eine Vorhersage, die
mit Beobachtungen in der Natur in Einklang steht.



Kapitel 3

Modellierung

Die Ergebnisse des letzten Kapitels ermdglichen es, Vorhersagen iiber die physikalischen
Parameter von Bdden und Gesteinen in den Dimensionen eines zentimetergrofien Pro-
bekorpers zu machen. Es ist aber in den meisten Fillen aufgrund der entstehenden Ko-
sten, Bebauung oder sonstiger Einschrinkungen nicht méglich, an der gewiinschten Stelle
in der erforderlichen Tiefe Proben zu entnehmen oder Messungen in situ durchzufiihren.
Daher ist man darauf angewiesen, aus geophysikalischen Messungen an der Erdoberfliche
Riickschliisse auf den Untergrund zu ziehen, um so ein liickenhaftes Bild der Geologie zu
vervollstandigen. Um sowohl die Geometrie als auch die physikalischen Gesteinsparameter
erfassen zu konnen, ist es im allgemeinen erforderlich, mehrere geophysikalische Metho-
den anzuwenden. Dabei mufl das physikalische Verstindnis jeder einzelnen eingesetzten
MeBBmethode soweit gediehen sein, dafl man anhand der geometrischen Verteilung der phy-
sikalischen Parameter im Raum die zu erwartenden Mefiwerte in der Natur vorhersagen
kann.

Dieser Vorgang, aus bekannten Parametern MefgroBlen zu berechnen, heifit Modellie-
rung. Aufgrund der Zielsetzung dieser Arbeit sollen die Methoden der Geoelektrik, der
Refraktionsseismik und der Oberflichenwellenseismik angewendet werden. Die Methode
der Reflexionsseismik ist fiir die hier untersuchten geringen Tiefen nicht geeignet. Im er-
sten Abschnitt 3.1 sollen zunéchst die Anforderungen an die Geometrie der geologischen
Schichtung definiert werden. Daraufthin wird im Abschnitt 3.2 die Dynamik der Fluide im
Porenraum behandelt. Sie wird bendétigt, um zusammen mit den Ergebnissen des letzen
Kapitels die Verteilung der physikalischen Parameter im Untergrund zu bestimmen. Be-
sonders sensitiv beziiglich der Fluidverteilung sind geoelektrische Verfahren. In Abschnitt
3.3 wird die fiir die Inversion benutzte Modellierung der geoelektrischen Sondierungen
vorgestellt. Darauf folgt in den Abschnitten 3.4 und 3.5 die Beschreibung der eingesetz-
ten Verfahren zur Berechnung der synthetischen Datensétze fiir die Refraktions— bzw.
Oberflaichenwellenseismik.
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3.1 Die Geometrie des Untergrundes

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 2 ist es moglich, aus beliebigen Verteilungen der Gefiige-
parameter die entsprechende Verteilung der mefibaren physikalischen Grofien zu berech-
nen. Die Modellierung beliebiger dreidimensionaler geologischer Strukturen bedingt aber
einen so hohen zeitlichen Aufwand, daf} die fiir eine Inversion ben&tigte Anzahl von Mo-
dellierungen nicht realisierbar ist. Zum grundlegenden Versténdnis ist es zudem férderlich,
zunichst einfache Modelle zu betrachten, bei denen der Einfluf} einzelner Parameter leicht
nachzuvollziehen ist. Alle Betrachtungen in dieser Arbeit beschrinken daher die Geome-
trie der geologischen Strukturen auf ein eindimensionales Schichtmodell. Nur fiir diesen
Fall ist es auch praktikabel, die Dispersionseigenschaften der Oberflichenwellen in einem
vertretbaren Aufwand zu berechnen und so aus einer konventionellen refraktionsseismi-
schen Messung Informationen iiber die Scherwellengeschwindigkeiten zu erhalten. Damit
sind die Verfahren zunichst auf Situationen beschrinkt in denen die Variation der einzel-
nen Parameter vor allem mit der Tiefe erfolgt. Die Abbildung 3.1 zeigt ein beispielhaftes
geologisches Modell, das mit dieser Forderung konform ist. Geringe und kleinrdumige la-
terale Verdnderungen der Schichtméchtigkeiten sind je nach Auflésungsvermogen der ein-
gesetzten Mefimethode und der Mefipunktdichte vernachléssigbar. Stetige Veranderungen
der physikalischen Parameter in der Vertikalen, kénnen mit Hilfe einer feinen Diskre-
tisierung durch mehrere Schichten dargestellt werden. Ferner konnen leicht einfallende
Strukturen in Streichrichtung durch eindimensionale Verfahren erkundet werden , wobei
die zweidimensionale Struktur aus der gemeinsamen Interpretation mehrerer Mef3profile
folgt (z.B. Gyulai & Ormos (1999)).

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEER
MeRprofil

Abbildung 3.1: Geologisches Modell mit einer séhlig gelagerten ersten Schicht und einer
leicht einfallenden kleinrdumig gewellten zweiten Schicht. Unter Verwen-
dung des gekennzeichneten Mefprofils gilt die eindimensionalen Betrach-
tung fiir die erste Schicht exakt und fiir die zweite ndherungsweise.
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3.2 Dynamik der Fluide im Porenraum

Wie in Kapitel 2 deutlich wird, hingen alle physikalischen Parameter von der Verteilung
des Fluids im Porenraum des Gesteins ab. Da diese zeitlich variiert, ist es notwendig,
Kenntnis iiber die Dynamik des Fluids zu haben, die durch Diffusion im Porenraum,
durch das gravitationsbedingte Einsickern, Regenfiille und Grundwasserab— oder zuflufl
bestimmt wird. Das zeitliche Verhalten der Séttigung S,, wurde durch Richards (1931)
als Differentialgleichung formuliert:

0S,, 1 Ok,
— = —V Vo) — —. 3.1
¢ ot goy (kn Vpn) 0z (3:-1)
Dabei ist kp, die hydraulische Leitfahigkeit, ¢ die Zeit und z die Tiefenachse. In dieser Form
der Gleichung sind schon zwei Vereinfachungen enthalten. Erstens die zeitliche Konstanz
der Porositiat und zweitens die Inkompressibilitidt des Fluids.

Die Richards—Gleichung 148t sich auf verschiedene Weise formulieren. Die hier gewé&hlte
Formulierung mit der Verwendung der rdumlichen Ableitung des Porendruckes hat ent-
scheidende Vorteile gegeniiber Formulierungen, welche die rdumliche Ableitung nach der
Séttigung verwenden (vgl. Haverkamp & Vauclin (1981)). So kann durch diese Formulie-
rung sowohl Fluf} in einem geséttigten als auch ungeséttigten Medium beschrieben werden.
Ferner verhélt sich der Druck an den Schichtgrenzen stetig, wihrend die Séattigung dort
unstetig ist.

Betrachtet man ein eindimensionales Modell, so lautet die Richards—Gleichung in
Abhéngigkeit von z :

6O5uOpn _ O Opy  Fpn Ok
9019 opn 0t~ 0z 0z a2 5

(3.2)

Fiir ein lineares Druckregime, wie es p, = gpyz beschreibt, verschwindet die zweite Ab-
leitung nach z und auf der rechten Seite der Gleichung steht 0, d.h., daf} ein statischer
Zustand besteht.

Das Einsickern von Wasser in trockene Boden ist schwierig zu modellieren, da aufgrund
der geringen initialen Sittigung die hydraulische Leitfihigkeit nach Gleichung (2.44) sehr
gering ist, was zu steilen Druckgradienten fiihrt. Diese fithren zu Instabilitdten bei der
numerischen Ableitung, so dafl diese iiber eine Umgebung der Tiefe z, geglittet werden
muf. Ahnliches gilt fiir sprunghafte Anderungen der hydraulischen Leitfihigkeit an einer
Schichtgrenze. Dort kann Okj/0z nicht gebildet werden, weshalb ein geglitteter, stetig
ableitbarer Ubergang verwendet wird. Verfahren dazu werden in Haverkamp et al. (1977),
Hills et al. (1989) und Gottardi & Venutelli (1992) beschrieben. Zudem ist die Beziehung
zwischen Sattigung und Druck héchst nichtlinear, weshalb eine feine Diskretisierung in
Raum und Zeit notwendig ist.
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3.3 1-D Geoelektrik

Das Problem der Modellierung einer Widerstandssondierung wurde durch Stefanesco
et al. (1930) fiir ein 1D-Modell gelost. In dieser Arbeit werden Sondierungen mit der
Schlumberger—Auslage zur geoelektrischen Prospektion verwendet. Bei dieser Art der
Messung wird dem Boden ein kiinstliches elektrisches Feld iiber zwei duflere Elektroden
aufgeprigt, wihrend die entstehende Potentialdifferenz zwischen den zwei inneren Sonden
gemessen wird.

Der scheinbare spezifische Widerstand papp variiert in Abhéingigkeit vom Abstand z der
Stromelektroden zum Sondierungspunkt. Aufgrund der zylindrischen Symmetrie des ein-
dimensionalen Problems, ist dieses durch die Integraltransformation

papp(e) = p1x2/(1+2@(<,_,h)) VAKX (3.3)
0

berechenbar, wobei Ji(¢) die Bessel-Funktion erster Ordnung ist. Dabei beinhaltet die
Kernfunktion ©(¢,p,h) die Abweichungen von der Losung des Problems fiir den Halbraum.
In die Kernfunktion fliefen die Informationen iiber die spez. Widerstinde p und die
Maichtigkeiten h der einzelnen Schichten ein. Fiir N — 1 Schichten {iber einem Halbraum
148t sich die Stefanesco Kernfunktion fiir die Erdoberfliche rekursiv berechnen. Ausgehend
vom Halbraum mit dem Schichtindex N und der Kernfunktion © y¢) = 0 wird sukzessive
eine Schicht 7 auf die bisherige Schichtfolge addiert, wobei der Einfluf} der neuen Schicht
mit der Méchtigkeit h; und dem spez. Widerstand p; durch

—1
Oi¢0 = ( Pt = P Gi—l—l(C)) +1
Pi+1 t+ Pi

—1
e (3.4)

gegeben ist. Der spez. Widerstand wird innerhalb einer Schicht als konstant angenommen.
Um Modelle mit einem Widerstandsgradienten effektiv berechnen zu kénnen, entwickelten
Kim & Lee (1996) ein Verfahren, das die Gleichungen (3.3) und (3.4) fiir den Fall erweitert,
dafl sich der spez. Widerstand innerhalb einer Schicht durch eine Exponentialfunktion
beschreiben l48t. Gradienten, deren Verlauf sich nicht durch eine Exponentialfunktion
approximieren lassen, miissen durch mehrere Schichten angenihert werden.

3.4 1-D Refraktionsseismik

Eine der wohl gebriuchlichsten Methoden zur Erkundung oberflichennaher Strukturen
ist die Refraktionsseismik. Die Interpretation erfolgt aufgrund der relativ einfach zu be-
stimmenden Ersteinsatzzeiten des registrierten Wellenfeldes, also der Laufzeit der sich im
Untergrund am schnellsten fortpflanzenden Wellenfront. Damit geniigt diese Wellenfront
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dem Fermat—Prinzip, so dal Laufweg und —zeit bei gegebener Geschwindigkeitsverteilung
im Untergrund eindeutig festgelegt sind. Die Eindeutigkeit wird durch das Extremalprin-
zip des schnellsten Laufwegs ¢, mit

- /L d¢ £ min (3.5)
¢ Vp(0)

garantiert. Ziel der Modellierung ist es, die schnellsten Laufwege fiir ein gegebenes Ge-
schwindigkeitsmodell, bei bekannter Position der seismischen Quelle, fiir alle interessie-
renden Geophonpositionen zu berechnen. Da man nur an den kinematischen Gréflen einer
Wellenfront interessiert ist, wird man die Strahlenapproximation nutzen und die Wel-
lenfront lokal als ebene Welle annéhern. Prinzipiell bestehen nun zwei Méglichkeiten, die
Laufzeiten zu berechnen: die des ,,ray-tracing“ wobei der Laufweg einzelner von der Quel-
le ausgehender Strahlen verfolgt wird, zum anderen die der Wellenfrontenverfahren, die
fiir eine rdumlich diskretisierte Geschwindigkeitsverteilung vp(¢) mit Hilfe der Eikonalglei-
chung lokal die Wellenfront propagieren.

Fiir den einfachen Fall von N sohlig gelagerten Schichten, wobei die N—te Schicht den
Halbraum darstellt, lassen sich die Ersteinsatzzeiten leicht durch die Konstruktion der
Strahlenwege mit Hilfe des Brechungsgesetzes von Snellius herleiten. Summiert man alle
Liangen der Teilwege von der Quelle zur j-ten Schicht und weiter zum Empfanger im
Abstand z von der Quelle und dividiert die Léngen durch die Wellengeschwindigkeiten
vp; in den jeweiligen Schichten, so erhilt man fiir die Laufzeit

x 2 11 _
tj(ac) = —+—Zh“/’l)P?—’UP?’UPZ~ 1. (36)

Upj  UPj =1
Fiir jede Entfernung gilt dann fiir die Ersteinsatzzeit

t@ = min{t;@)}. (3.7)

3.5 Die zuverlissige Berechnung der Dispersions-
kurven von Rayleigh—Wellen

Im Gegensatz zu den in der Refraktionsseismik betrachteten Raumwellen ist die Lauf-
zeit von Oberflichenwellen keine skalare Grofle, sondern eine Anzahl von Funktionen in
Abhéngigkeit von der Frequenz, d.h. die Oberflichenwellen sind dispersiv. Je nach der
Beschaffenheit des Untergrundes und dem Frequenzgehalt der anregenden Quelle kénnen
Oberflichenwellen aus mehreren Signalanteilen, sogenannten Moden, bestehen, die jeweils
iiber individuelle Dispersionseigenschaften verfiigen. Der funktionale Zusammenhang zwi-
schen Ausbreitungsgeschwindigkeit und Frequenz wird fiir jede Mode durch ihre Dispersi-
onskurve beschrieben. Die Berechnung der Dispersionskurven von Rayleigh-Wellen kann
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mit dem von Thomson (1950) und Haskell (1953) formulierten Matrixalgorithmus erfol-
gen.

Das dem Verfahren zugrundeliegende Modell besteht aus N—1 s6hlig gelagerten Schichten
iiber einem Halbraum, der wiederum mit der Schichtnummer N gekennzeichnet wird. Die
obere Grenzfliche der 1. Schicht ist die freie Oberfliche der Erde. An den jeweiligen Grenz-
flaichen zwischen den Schichten und an der freien Oberfliche miissen die Randbedingun-
gen fiir die Wellenausbreitung erfiillt werden. Diese Randbedingungen sind die Stetigkeit
der Normal— und Tangentialspannungen sowie der Horizontal- und Vertikalverschiebun-
gen zwischen den Schichtpaketen, die Spannungsfreiheit an der freien Oberfliche und
die vollstdndige Absorption im Halbraum. Die Verkniipfung zweier Grenzflichen durch
das dazwischenliegende Schichtpaket erfolgt durch eine Matrix, in die beide seismischen
Geschwindigkeiten vp und vg, die Dichte g. und die Schichtméchtigkeit h einfliessen.

Durch das Multiplizieren der einzelnen Schichtmatrizen zu einer Matrix H, werden die

Randbedingungen des Halbraumes durch das aufliegende Schichtpaket hindurch mit den

Randbedingungen an der freien Oberfléche verkniipft. Die durch die Matrix H definierten

Randbedingungen sind an allen Schichtgrenzen fiir den Fall erfiillt, wenn gilt:
Hso—Hyp Hip— Hap

RR) = T T Hiy = Hay (3:8)

Neben den elastischen und geometrischen Parametern der Schichten gehen in die Ma-
trix H sowohl die Frequenz v als auch die Wellenzahl £ ein, welche hier als Kehrwert
der Wellenléinge ohne den Faktor 27 definiert ist. Die durch Gleichung (3.8) definierte
sogenannte Haskell-Funktion Fr(v, k) bildet eine implizite Funktion zwischen Frequenz
und Wellenzahl. Liegt die Méchtigkeit des Schichtpaketes iiber dem Halbraum in der
Groflenordnung mehrerer Wellenldngen des betrachteten seismischen Signals, so neigt das
Thomson—-Haskell-Verfahren zu numerischen Fehlern bei der Bestimmung der Haskell-
Funktion aufgrund der systembedingten endlichen Rechengenauigkeit (Schwab (1970)).
Fiir sehr hohe Frequenzen und dementsprechend kurze Wellenldngen mufi daher das zu-
verléssigerere Verfahren von Schwab & Knopoff (1970) eingesetzt werden, was aber fiir
die in dieser Arbeit betrachteten Modelle nicht nétig ist.

vp [m/s] vs [m/s] o, [kg/m®] h [m]
1. Schicht 250 115 1550 1,3
2. Schicht 840 112 1850 3,9
3. Schicht 1950 250 2300 8,0
Halbraum 2800 1600 2600 00

Tabelle 3.1: Das den Modellierungen in den Abbildungen 3.2 und 3.3 zugrun-
deliegende Schichtenmodell.
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Abbildung 3.2: Vorzeichen der Haskell-Funktion Fg(v, k). Die Bedingungen fiir die
Existenz der Rayleigh—Welle sind an den Nullstellen der Funktion
erfiillt, hier zu sehen als Ubergénge zwischen weifl und schwarz.

Mit der obigen Definition der Wellenzahl lassen sich die Phasen— und Gruppengeschwin-
digkeit durch folgende Beziehungen bestimmen:

ov
Okw)

Somit kann die Haskell-Funktion auch in Abhéngigkeit von Frequenz und Phasenge-
schwindigkeit geschrieben werden, was in vielen Fillen zu einer anschaulicheren Dar-
stellung fiihrt.

(3.9)

v
Uph(v) = und Vg (v) =

k)

Anhand des Schichtmodells in Tabelle 3.1 wird die Haskell-Funktion berechnet. Wie
Abbildung 3.2 zeigt, existieren zu einer Frequenz oder Geschwindigkeit in der Re-
gel mehrere Losungen. Diese einzelnen Ldsungen bilden linienférmige Untermengen der
Geschwindigkeits—Frequenzebene, sogenannten Moden. Diese Moden werden in der Rei-
henfolge der niedrigsten enthaltenen Frequenz gezidhlt und daher als 1., 2., 3. Mode usw.
bezeichnet, wobei fiir die 1. Mode auch der Begriff ,Grundmode®“ gebriuchlich ist. Zur
Berechnung der Dispersionskurven, wie z.B. der in Abbildung 3.3, wird ein iterativer Al-
gorithmus verwendet, der die einer Mode zugehorigen Nullstellen in der Geschwindigkeits—



48 KAPITEL 3. MODELLIERUNG

1500 : : : 1500
1000} 1000}
2 7
£ £
= _L
>= >
500} 500}
0 ' ' ' 0 ' ' '
0 10 20, [z 30 40 0 10 20, [z] 30 40

Abbildung 3.3: Phasen— und Gruppengeschwindigkeitskurven der im Frequenzbe-
reich bis 40 Hz enthaltenen Moden.

Frequenzebene berechnet. Dabei wird die Dispersionsfunktion um eine bekannte Nullstel-
le durch eine Taylor-Reihenentwicklung linear entwickelt. Damit ist es moglich, die Lage
der Nullstelle von Fg(v, vp,) fiir eine verdnderte Frequenz abzuschitzen. Diese Schitzung
wird als Startwert fiir eine Nullstellensuche nach dem Newton—Verfahren benutzt (siehe
auch Abschnitt 4.3). In der Geophysik ist es iiblich die Gruppengeschwindigkeit ebenfalls
mit Hilfe der Anderung der Phasengeschwindigkeit zu berechnen. Dazu wird (siehe z.B.
Buttkus (1991)) die Beziehung

1 Uph(¥)
Okw)/Ov  vpp(v) — v Oupp(v)/ OV

Vgr (3.10)
benutzt, wobei die Phasengeschwindigkeit als bijektive Funktion der Frequenz betrachtet
werden muf}, damit diese Gleichung gilt. Betrachtet man das Aussehen der Haskell-Matrix
in Abbildung 3.2 so erkennt man, dafl die Annahme der Bijektivitéit verletzt wird. Da dort
nicht nur die Berechnung der Gruppengeschwindigkeit unmoglich ist, sondern ferner der
funktionale Zusammenhang v, (») und damit auch die Taylor-Entwicklung nicht existiert,
bricht ein iterativer Algorithmus an dieser Stelle ab. Der in dieser Arbeit verwendete
verbesserte Algorithmus dagegen stiitzt sich auf Gleichung (3.9) und betrachtet die Di-
spersionskurven zum Teil als Funktion v,,(v) oder v(v,,), abhéngig von der Lage der
Tangente an die Dispersionskurve. Durch dieses hybride Verfahren ist es mdglich, die
Dispersionskurve einer Mode zuverldssig und schnell iiber die gesamte Geschwindigkeits—
Frequenzebene zu verfolgen.



Kapitel 4

Inversion

4.1 Einfiihrung

Die Grundlage des allgemeinen geophysikalischen Inversionproblems ist ein Datensatz
dobs = (di,ds,...dn) € ID, bestehend aus n einzelnen Observablen d;, die den Mef-
wert einer beliebigen geophysikalischen Methode an einem bestimmten Ort zu einer
bestimmten Zeit darstellen. Im vorangehenden Kapitel wurden Methoden beschrieben,
die anhand eines gegebenen geologischen Modells, welches durch einen Modellvektor
m = (mq,my,...mm) € IM parametrisiert ist, einen synthetischen Datensatz d,,,q er-
zeugen. Unter der Voraussetzung, dal die Modellvorstellungen, auf denen diese Model-
lierungen beruhen, korrekt sind, kann man erwarten, im Rahmen der Mefigenauigkeit
und zusétzlich auftretender Mef3fehler, im Experiment ein mit den synthetischen Daten
in Einklang stehendes Ergebnis zu erhalten. Die Modellvorstellungen beinhalten sowohl
die zugrundegelegten physikalischen GesetzméfBigkeiten als auch die darin einfliessenden
Modellparameter. Die Funktionale F : IR™ — IR" d mod = F(m), die einen Datensatz
aus den Modellparametern erzeugen, werden als bekannt angenommen. Das klar definier-
te Ziel eines Inversionsalgorithmus ist es nun, ein optimales m* zu finden, so dafl der
modellierte Datensatz mit den gemessenen Daten moglichst gut iibereinstimmt, also im
Idealfall d ., q = dpg- Der Modellvektor m* gilt dann als Losung des geophysikalischen

Problems.
Es gibt unterschiedliche Strategien, um die Losung m* zu ermitteln:
1. Direkte Inversionsverfahren: Diese sind in der Geophysik kaum anzutreffen, da sie
nur unter sehr einschrinkenden Annahmen an das geologische Modell durchfiihrbar

sind. Das klassische Beispiel fiir ein direktes Inversionsverfahren ist das aus der
Seismologie stammende Wiechert—Herglotz—Verfahren.

2. Regulédre Suchverfahren: Die einfachste Methode der Inversion besteht in einer Pa-
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rametrisierung des Modellraumes durch ein reguliares Gitter, wobei an jedem Gitter-
punkt das Vorwértsproblem gelést wird. Ein Vergleich mit den gemessenen Daten
bestimmt dann das optimale Modell. Diese Methode wird in dieser Arbeit ange-
wandt, um die Fehlerflichen fiir Schnitte durch den Modellparameterraum darstellen
zu konnen. Durch die Gesetze der Kombinatorik sind dieser Methode enge Grenzen
gesetzt, da die Menge der moglichen Modelle schnell gegen unendlich tendiert.

3. Statistische Suchverfahren: Ahnlich zum reguliren Suchen werden nur Auswertun-
gen der Modellierungsfunktion verwendet. Allerdings wird der aktuelle Modellvektor
innerhalb des Modellparameterraumes durch Zufall ausgewéhlt, wobei unterschied-
liche Auswahlregeln zu einer Reihe von Verfahren fiihren. Die bekanntesten sind das
Monte—Carlo—Verfahren und das Simulated Annealing mit seinen verschiedenen Un-
terarten. Auch bei diesen Verfahren wird die Anzahl der zu berechnenden Modelle
sehr grof3.

4. Gradienten—Verfahren: Diese Verfahren benutzen neben der Funktion F auch de-
ren partielle Ableitungen nach den einzelnen Modellparametern. Dadurch wird der
Rechenaufwand pro Punkt deutlich erh6ht, aber da mit Hilfe der Ableitungen die
Richtung der weiteren Suche festgelegt wird, bilden die auszuwertenden Modelle
einen eindimensionalen Unterraum des Modellparameterraumes. Dadurch sinkt die
Zahl der bendtigten Modellierungen um Groéfenordnungen. Nachteil dieser Verfah-
ren ist die lokal beschrinkte Konvergenz. Fiir nicht—konvexe Probleme wird nur ein
lokales Minimum des Optimierungsproblems gefunden.

Aufgrund der Komplexitét des geophysikalischen Vorwirtsproblems ist man in der Regel
gezwungen, iterative Verfahren zur Inversion einzusetzen, um die Anzahl der benétig-
ten Modellierungen gering zu halten. Die iterativen Methoden sollen in den folgenden
Abschnitten ndher dargelegt werden. Dabei werden in den Abschnitten 4.2 bis 4.6 die
Grundlagen dieser Klasse von Inversionsverfahren formuliert, insbesondere die den Ver-
fahren zugrundeliegenden Definitionen und einschrinkenden Bedingungen, da diese zum
grundlegenden Verstidndnis der Motivationen, die den in den folgenden Abschnitten ver-
wendeten Ansétzen zugrundeliegen, erforderlich sind. Anhand eines Beispiels werden die
Bedingungen der Konvergenz der Verfahren demonstriert. Um die Zuverléssigkeit der In-
version zu erhohen bzw. einige Problemstellungen erst behandelbar zu machen, wird in
Abschnitt 4.7 die Singuldrwertzerlegung von beliebigen Matrizen dargestellt und deren
erfolgreiche Anwendung in einer Inversion aufgezeigt. Die dargestellten Methoden werden
daraufthin in Abschnitt 4.8 zu einem Joint Inversionsverfahren kombiniert, welches durch
Aufteilung des gesamten Problems in Subrdume eine hohe Effizienz besitzt. Abschliefflend
wird der Abschnitt 4.9 einer neuen Technik zur Inversion von Rayleigh—-Wellen gewidmet,
die es ermdglicht, ohne eine interaktive Zuordnung von Moden zu einem Signal, diesen
Wellentyp zur Inversion zu nutzen.
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4.2 Grundlagen iterativer Verfahren

In den meisten Féllen sind globale Optimierungsstrategien aufgrund der groflen Anzahl
der zu iiberpriifenden Modelle nicht in angemessener Zeit durchfiihrbar. Zudem sind in
der Regel a priori Informationen vorhanden, so daf3 die generelle Struktur des Untersu-
chungsobjektes bekannt sind. Daher kann man versuchen, das Inversionsproblem mit Hilfe
iterativer Methoden anzugehen. Ausgehend von einem initialen Startmodell m, wird die
an die gemessenen Daten bestangepafite Modellierung in einem Bereich des Modellpara-
meterraumes gesucht. Mit jeder Iteration wird ein Modell m gesucht, das die gemessenen
Daten mit einem verringerten Fehler erkléren kann. Es entsteht eine Folge von Modell-
vektoren my, von der gefordert wird, dafl sie gegen den Losungsvektor m* konvergiert.

Die Stiarke der Konvergenz 148t sich durch folgendes Quotientenkriterium quantifizieren.
Sei IM ein normierter Raum und my eine Folge in IM. Die Folge heifit konvergent von
mindestens ¢g-ter Ordnung falls gilt:

1. my konvergiert gegen ein m* € IM.
2. Es gibt ein C' > 0,¢ > 1 und ein ky € IN, so daf fiir alle k£ > k, gilt:

[mep —m*|| < Cflmg — m*||". (4.1)

Eine Folge besitzt mindestens lineare Konvergenz fiir ¢ = 1 und mit einer Konvergenzrate
C e 0,1].

Ist die Konvergenz der Folge mj gesichert, mufl ein geeignetes Abbruchkriterium der
Iteration definiert werden. Da die exakte Losung in der Regel nicht erreicht wird, kann
man festlegen, wie genau die Losung bestimmt werden soll, d.h. ||m; — m*|| < emit e > 0.
Dieses Kriterium ist sicherlich nur theoretischer Natur, da die Losung nicht bekannt ist.
Stattdessen verwendet man als Abbruchkriterium eine hinreichend kleine Verédnderung
des aktuellen Modellvektors, d.h. |[mg.; — mg|| < € und/oder eine hinreichend genaue
Anpassung der gemessenen Daten d, so daf3 H F(my) — QH <e

Das Prinzip der im folgenden vorgestellten Verfahren eine konvergierende Folge von my
zu berechnen, beruht auf einer Linearisierung des Vorwirtsproblems. Entwickelt man die
Funktion F in einer Taylor-Reihe um ein Modell my, so erhdlt man, bei Vernachldssi-
gung der Terme mit héherer als erster Ordnung, eine Approximation von F fiir einen
Modellvektor m durch

Fim) = Fmy+(VF(my) (m—my). (42)
Dabei sei der Gradient durch V = (8%“, 6%22, oy %)T definiert. Der in Gleichung (4.2)

auftauchende Gradient der Modellierungsfunktion ist im allgemeinen nicht analytisch be-
rechenbar, so daf} in Ndherung ein Differenzenquotient verwendet wird. Die numerischen
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Ableitungen der i—ten Komponente des Datenvektors nach der j—ten Komponente des
Modellparametervektors werden zur Matrix F’ zusammengefafit, wobei die einzelnen Ele-
mente durch

, Fi(m+h-%,)— Fi(m —h-%,)
Fi,j - J2h J (43)

berechnet werden. Dabei bezeichnet g]. den j—ten Einheitsvektor des Modellparameter-
raumes. Die zu 16sende Gleichung 148t sich somit kurz schreiben als

Ad-F'Am = 0. (4.4)

4.3 Das Newton—Verfahren

Das Newton—Verfahren ist ein wohlbekanntes Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen
differenzierbarer Funktionen F : IR — IR. Mit Hilfe der Linearisierung in Gleichung (4.2)
148t sich das Newton—Verfahren direkt auf Abbildungen F : IR" — IR" iibertragen. Die
schnelle Konvergenz bleibt dabei erhalten. Nach der Wahl eines Startpunktes my € IM
wird fiir £ € IN der Nachfolger my,; von my als eine Nullstelle der Linearisierung

Fe(me1) = Fmy+ E'tmy (mpyr — my) =0 (4.5)
von F an der Stelle mj, gesucht. Existiert die Inverse F' ~' an der Stelle my, so gilt fiir
die neue Iterierte:

Mis1 = mp—F"'(my Fmy. (4.6)

Die schnelle Konvergenz ist mit einer Regularitéitsbedingung verkniipft. Fiir Funktionen
soll die Steigung der Tangente an der Nullstelle verschieden von Null sein. Fiir mehrdimen-
sionale Abbildungen wird man dann fordern, dafl die Steigung vom Punkt m* ausgehend
in jeder Richtung verschieden von Null ist. Daraus folgt die Regularitit von F’, bzw. die
Forderung des vollen Ranges. a

Mit der Definition des diskreten Gradienten durch Gleichung (4.3) beweisen Dennis &
Schnabel (1983) die Konvergenz des Newton—Verfahrens. Die Voraussetzungen sind, daf
M c IR" und F: M — IR" differenzierbar sei. Ferner sei die Losung m* € IM, so daf
F(m*) = 0. Die Ableitung F’ aus Gleichung (4.3) sei lokal stetig und invertierbar. Dann
existiert ein € > 0 mit ||[mo — m*|| < € und ein hy > 0, so daB fiir jede Folge Ay in IR mit
0 < hg < hgy die durch Gleichung (4.6) definierte Folge mj gegen m* linear konvergiert.
Gilt zusétzlich limy .o Ay = 0, so ist die Konvergenz superlinear.
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4.4 Das Gaufl—Newton—Verfahren

Ist man nicht in der Lage, Gleichung (4.4) exakt zu 16sen, so soll doch der resultierende
Fehler minimiert werden, um ein bestangepafites Modell zu finden. Dazu muf} eine geeig-
nete Fehlerfunktion definiert werden, die es zu minimieren gilt. Wihlt man die Summe
der Quadrate der Fehler in den einzelnen Observablen d;, fiihrt dies zur quadratischen
Fehlerfunktion

P>

(Ad —F'

P>

m)"(Ad — F’

m)

DN DN

AmT EIT

(s

"Am —Am” F”" Ad + const.. (4.7)

Die Matrix F'"F’ ist symmetrisch und positiv definit. Daher ist die Fehlerfunktion fiir
jeden Entwicklungspunkt mj konvex und besitzt exakt ein Minimum an der Stelle m*.
Damit lautet die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Minimum

VL = FTF'Am— FTAd=0. (4.8)

Zur Bestimmung des Minimums von L ist also die Gleichung E'TE' Am = FTAd zu

16sen. E'TE’ ist eine m X m—Matrix, unabhéngig von der Dimension n des Datenraumes.
Daher kénnen iiberbestimmte Probleme mit n > m im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate
gelost werden. Besitzt F/(m) vollen Rang, so ist F'" F/ invertierbar und die Lésung der
Gleichung (4.8) ist durch -

1 ETAd (4.9)

Mg = mk_[EITE F

gegeben. Die Gleichung (4.8) heifit Gaufische Normalgleichung und das durch Gleichung
(4.9) festgelegte Iterationsverfahren wird als GauB—Newton—Verfahren bezeichnet. Das
resultierende Verfahren hat eine formale Ahnlichkeit zum Newton—Verfahren, wobei das
Newton—Verfahren ein Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen ist. Die Konvergenz
des Verfahrens 148t sich daher auch analog zum Newton—Verfahren beweisen (Brown &
Dennis (1972)).

Fiir ein Modell m* € IR™ mit F(m*) = 0 und unter der Bedingung, da F'"F’ inver-
tierbar ist, existiert eine Umgebung um m*, so daf das durch Gleichung (4.9) bestimmte
Verfahren fiir jeden Startpunkt innerhalb dieser Umgebung durchfiihrbar ist. Die gesamte
Iterationsfolge bleibt innerhalb der Umgebung und konvergiert superlinear gegen m*. Die
schnelle Konvergenz des Gaufl-Newton—Verfahrens folgt nur fiir den Fall, daf} die Mini-
mallosung der Fehlerfunktion £ zugleich eine Nullstelle von JF ist. Sonst braucht das
GauBB—Newton—Verfahren nicht einmal lokal konvergent zu sein.
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4.5 Verallgemeinertes Gradientenverfahren

Das klassische Gradientenverfahren vermutet, ausgehend von einem Punkt m, die Losung
des Minimierungsproblems m* in Richtung des gréfiten ,, Gefilles“. Die Richtung des steil-
sten Abstiegs ist durch den negativen Gradienten definiert, weshalb die Iteration des
klassischen Gradientenverfahrens durch

M1 = My —a,VL(my) (4.10)

mit einer Schrittweite oy € IRT gegeben ist. Im Gegensatz zum Newton— und Gaufi-
Newton—Verfahren werden an V.L(m,) keine weiteren Anforderungen gestellt. Insbeson-
dere mufl F’ weder invertierbar sein noch den vollen Rang aufweisen. L&t man neben dem
negativen Gradienten auch andere Richtungen |, zu, so erhélt man teilweise effektivere
Verfahren. Man kann also ein allgemeines Gradientenverfahren durch

My = Mg —ogly (4.11)

mit der Abstiegsrichtung |, und der Schrittweite o > 0 beschreiben. Die Richtung |
heifft Abstiegsrichtung im Punkt mj, wenn die zu minimierende Funktion £ an der Stelle
differenzierbar ist und dort eine positive Richtungsableitung besitzt, d.h. [kTVE( m;) > 0.

4.5.1 Schrittweitenbestimmung

Neben einer sinnvollen Bestimmung der Abstiegsrichtung ist fiir die Konvergenz eines Gra-
dientenverfahrens auch die Schrittweitenregelung entscheidend, da ein allgemeines Gradi-
entenverfahren auch bei absteigenden Funktionswerten nicht gegen die Minimall6sung zu
konvergieren braucht.

Die einfachste Methode zur Schrittweitenbestimmung ist die Minimierungsregel, welche
den Nachfolger der aktuellen Losung my,; entlang des durch die Abstiegsrichtung fest-
gelegten Strahles bestimmt, so dafl £(m,,,) minimal wird. Das heift, es wird durch Aus-
wertung der Funktion £ die Schrittweite oy bestimmt fiir die gilt:

Der Nachteil der Minimierungsregel besteht darin, daf} sie im allgemeinen unendlich viele
Funktionsauswertungen bendétigt. Demnach wird eine Realisierung der Minimierungsregel
der Einschriankung unterliegen, dafl nur ein lokales Minimum ndherungsweise bestimmt
werden kann.

—1 -1
Eine weitere Schrittweitenregel ist oy = [E’TE’] . Da [E’Ti’] VL wegen

([F7F] Vo) v (VL)' [ETE] VL >0 (4.13)
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eine Abstiegsrichtung ist, geht das verallgemeinerte Gradientenverfahren in das Newton—
Verfahren iiber.

Eine gebriuchliche Schrittweitenregel wurde von Armijo (1966) und Goldstein (1966) ent-
wickelt. Sie setzen die Steigung des Gradienten mit der Steigung der Sekante der Funktion
L an den Stellen m; und my — ol in Verhéltnis. Gesucht ist dann eine Schrittweite
ar > 0, so daB fiir das Sekanten—/Tangentenverhéltnis gilt:

l—e> Lmy) — Limy—arly

=z 2 q, 4.14
o 1T VL(my) (4.14)

wobei ¢ € [0, 1] eine Konstante ist. Diese Schrittweitenregel fiihrt immer zu einem echten
Abstieg L(m 1) < L(my).

4.5.2 Konvergenz des Verfahrens

Wird der verallgemeinerte Gradientenalgorithmus zusammen mit der Minimierungsregel
aus Gleichung (4.12) zur Losung des quadratischen Optimierungsproblems aus Gleichung
(4.7) verwendet, dann existiert wiahrend jedem Schritt k£ eine symmetrische positiv definite
Matrix Ly, so dal die Beziehung

e = L\VL (4.15)

zwischen dem Gradienten an der Stelle m; und der Abstiegsrichtung |, besteht. Unter
Verwendung der Kantorowitsch-Ungleichung (Kantorowitsch & Akilow (1964)) beweist
Luenberger (1973) fiir den Anpassungsfortschritt des Algorithmus zwischen zwei Iteratio-
nen folgende Abschétzung:

< AL — Am
~ A+ Am

My — m*| [my — m*|[. (4.16)

Dabei sind die Werte A1y die in absteigender Reihenfolge sortierten Eigenwerte der Ma-

trix Lé F’ TE’ L ,% . Das heif}t, dafl das Konvergenzverhalten durch das Verhéltnis zwischen
dem grofiten Eigenwert A; und dem kleinsten Eigenwert Ay bestimmt wird. Sind alle
Eigenwerte von der gleichen Gréflenordnung so wird die Losung m* innerhalb weniger
Iterationen gefunden. Ist das Verhéltnis A;/Am, auch als Konditionszahl bekannt, sehr
grof} oder ist Aym = 0, so ist die Konvergenz nur sehr langsam oder die Iterationsfolge kon-
vergiert nicht gegen die Losung, sondern verharrt beim Startmodell. Durch den Vergleich
von Gleichung (4.16) mit der Definition von Konvergenzrate und —ordnung in Gleichung
(4.1) ist offensichtlich, daB ein verallgemeinertes Gradientenverfahren nur linear gegen die
Losung konvergiert.
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4.6 Anwendung der Verfahren

Zur Veranschaulichung der bisherigen theoretischen Ausfiihrungen soll ein einfaches In-
versionsproblem gelost werden. Dabei handelt es sich um die refraktionsseismische Er-
kundung fiir das einfache Modell einer Schicht mit der Machtigkeit Ay = 5 m und der
p-Wellengeschwindigkeit vp; = 400 m/s iiber einem Halbraum mit vp, = 750 m/s. In den
oberen Figuren der Abbildung 4.1 wird der Fehler zwischen der modellierten Laufzeitkur-
ve dieses Modells und den modellierten Laufzeitkurven fiir verinderte Werte von h; und
vpy durch die Konturlinien der Fehlerfunktion £ dargestellt. Die Folge der Modellvek-
toren my ist durch jeweils eine rote und eine griine Linie in diese Darstellung integriert
worden. Dabei bezeichnen rote Linien den Verlauf des verallgemeinerten Gradientenver-
fahrens und griine Linien den des Gaufli-Newton—Verfahrens. Darunter sind die Werte der
Fehlerfunktion £(m,) gegen die Anzahl k der Iterationen aufgetragen, wobei die jeweiligen
Verfahren wie oben beschrieben gekennzeichnet sind.

Die genauere Betrachtung der Abbildung 4.1 148t dreierlei erkennen:

1. Die Fehlerfunktion £ ist offensichtlich nicht konvex.
2. Die Konvergenz ist abhéngig vom Startmodell.

3. Die Konvergenzordnung des Gauss—Newton—Verfahren ist erwartungsgemé&f hoher
als die des Gradientenverfahrens.

Punkt 1 bedeutet, dafl sich die Fehlerfunktion £ nicht iiberall, wie in Abschnitt 4.4 ge-
fordert, durch eine positiv definite quadratische Form approximieren 148t. Diese Tatsache
ist Ausdruck der Nichtlinearitit des Inversionsproblems. Daraus folgt fiir Punkt 2 nicht
nur, daf} die Konvergenzrate vom Startmodell abhéngig ist, sondern auch die Konvergenz
insgesamt. Dies wird durch den Vergleich der rechten und linken Hélfte von Abbildung 4.1
verdeutlicht. Die Situation in beiden Fillen ist bis auf die Wahl eines leicht unterschied-
lichen Startsmodells identisch. Beim Gaufi-Newton—Verfahren besteht eine Abhéngigkeit
des neuen Modellvektors m;; von der Kriimmung der Funktion £ an der Stelle my.
Das fiihrt zundchst dazu, dafl der Modellverbesserungsvektor Am nicht in Richtung des
Gradienten liegt. Dies ist auch Ursache fiir die hhere Konvergenzordnung des Gaufi—
Newton—Verfahrens, was zu einer deutlich geringeren Anzahl von benétigten Iterationen
fithrt, wie Abbildung 4.1 zeigt. Der Nachteil dieses Verhaltens zeigt sich bei Wahl eines
ungeeigneten Startmodells, wie dies in der rechten Hélfte der Abbildung 4.1 geschehen
ist. Die anschlielende Iteration fiihrt zu einem Modellvektor, in dessen Umgebung die
Bedingungen zur Durchfiihrung des Gauss—Newton—Verfahrens nicht erfiillt sind, so daf§
die Iteration abgebrochen wird. Das Gradientenverfahren dagegen konvergiert auch fiir
diesen Fall gegen die Losung.
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Abbildung 4.1: Oben : Folge der Modellvektoren fiir das Gradientenverfahren (ro-

te Linien) und das GauBi-Newton—Verfahren (griine Linien) bei
unterschiedlicher Wahl des Startmodells. Die Konturlinien stellen
die Fehlerfunktion dar, wobei cyan-farbene Linien niedrige und
mangenta—farbene Linien hohe Fehler kennzeichnen. Die Ld&sung
ist durch o gekennzeichnet. Unten: Abnahme des relativen Fehlers
wihrend der Iteration.
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4.7 Singuldrwertzerlegung

Bei den schnell konvergierenden Newton— bzw. Gaufi—-Newton—Verfahren wurde die Inver-
tierbarkeit bzw. der volle Rang der Matrix F’ gefordert. Tritt wihrend der Inversion der
Fall ein, da$ die Variation eines oder mehrerer Modellparameter keinen Einflu auf das Er-
gebnis der Modellierung hat, so wird durch die numerische Differentiation eine Nullspalte
in der Matrix F’ erzeugt. Ist fiir einen Punkt m eine Observable d; konstant gegeniiber
der Variation der Modellparameter, so wird in F’ eine Nullzeile erzeugt. Sind zwei oder
mehrere Modellparameter voneinander abhiingig und existieren keine Datenpunkte, die
jeweils von einem einzelnen dieser Parameter abhingig sind, so sind die Spalten von F’
linear abhingig. In jedem dieser drei Fille wird der Rang t der Matrix reduziert, so daf
weder F’ noch F'"F’ invertierbar sind. Eine Losung dieses Problems kann durch den
Ansatz der Singuldrwertzerlegung gefunden werden.

Die ,,Singular Value Decomposition® (SVD) nach Lanczos (1958) kann mit jeder Matrix
durchgefiihrt werden. Durch die SVD werden orthonormale Basen des Datenraumes im
ID, € IR" und des Modellparameterraumes im IM | € IR™ erzeugt und die aufspannen-
den Vektoren werden zu den Matrizen U bzw. V zusammengefafit. Diese Matrizen sind
eine Abbildung des erzeugten orthonormierten Raumes auf den verwendeten Daten— bzw.
Modellparameterraum.

Jede Matrix J € IR™™ kann dargestellt werden als

J = T (4.17)

<
(%]
<

wobei die Spalten von U € IR™" die Eigenvektoren von JJ” und die Spalten von V €
IR™M die Eigenvektore; von J7J enthalten. § € IR™™ ist eine beliebige Matrix, die auf
ihrer Hauptdiagonalen die ,,Si;lgalar Values“,_d.h. die Wurzeln der Eigenwerte von J TJ
enthiilt. Dies sind die gleichen Eigenwerte wie von J J7. Da J7J und J J7 jeweils reelle
symmetrische Matrizen sind, existieren r reelle Eige:njverte )\i:>:0, wobei t der Rang der
Matrix J ist.

Es ist wichtig zu unterscheiden, ob ein Eigenvektor mit dem Eigenwert Null gekoppelt ist
oder nicht. Seien Uy und V; die Matrizen, deren Spalten die Eigenvektoren enthalten,
die zu den t von Null verschiedenen Eigenwerten gehoren. Weiterhin seien U und Vq die
Matrizen, deren Spalten die Eigenvektoren enthalten, die zu den Eigenwerten gleich Null
gehoren. Die mit dem Subskript r gekennzeichneten Matrizen spannen die Unterrdume
IDy, IMy des Daten— bzw. Modellparameterraumes auf, wobei gilt:

ol

i = [UT’UO][ 00 %T

] =U,S,V,T. (4.18)

Die Komponenten des Daten— bzw. Modellparameterraumes in Richtung der Eigenvekto-
ren in go oder XO beeinflussen nicht die Abbildungsmatrix i vom Modellparameterraum
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in den Datenraum. Daher heissen die von Ug und V, aufgespannten Raume IDg, Mg
Daten— bzw. Modellnullraum.

4.7.1 Orthogonale Projektionsoperatoren

Oben wurde gezeigt, dafl die Matrizen V, U, Vi, Uy, Vo und U, orthogonal sind. Stell-

vertretend sollen V und Vi betrachtet werden, da die Eigenschaften analog auch fiir die
anderen Matrizen gelten.

Es gilt XXT = ¥T¥ = |, wenn J vollen Rang besitzt. Ist der Rang r < m, so gilt zwar
weiterhin V"'V = I, aber Ve V' # |

Die Matrix V; V7 ist ein Projektionsoperator P eines beliebigen Modellvektors auf den
Raum IM;. Ein Projektionsoperator besitzt per definitionem die Eigenschaft, daf mehr-
maliges Anwenden einen schon projizierten Vektor nicht veréindert, d.h. P(Pm) = Pm.
Diese Bedingung ist offensichtlich erfiillt, da gilt:

P@m) = ViV ViVe'm =

<
<

T me Z%m (419)

Mit Hilfe der Projektionsoperatoren ist es moglich, Daten— und Modellvektoren auf die
vier Unterrdume zu projizieren.

4.7.2 Die generelle Inverse

Fiir den Fall, daf8 die Matrix J einen defizitiren Rang besitzt, kann aus Gleichung (4.18)
eine generalisierte Inverse der Matrix berechnet werden:

y = ¥r§r_lng- (4.20)

Die Matrix S ist eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten J\;, so daf} die Inverse wiederum
eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonale die Werte 1/); enthilt.

Fiir den Fall t = m = n entspricht die generelle Inverse der gewohnlichen Inversen. Exi-
stieren dagegen Daten— und Modellnullrdume, so ist die generalisierte Inverse die Losung
des Minimierungsproblems

Him—d|‘2+||m||2 = min. (4.21)

Das heifit, die Daten werden wie durch das Gaufi-Newton—Verfahren im Sinne der klein-
sten Fehlerquadrate angepafit. Dabei wird zusétzlich die Norm der Lésung m* minimiert.
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4.7.3 Aufl6sung und Redundanz

Die im vorherigen Abschnitt behandelte generelle Inverse einer Matrix erdffnet die
Moglichkeit, formal Problemstellungen zu behandeln, die unterbestimmt und daher viel-
deutig sind. Die formalen Losung alleine besitzt aber nur geringe Aussagekraft. Vielmehr
mufl es ein Unterscheidungskriterium geben, welche Observablen Relevanz besitzen und
welche Modellparameter sich mit Hilfe der vorhandenen Daten bestimmen lassen. Mit
Hilfe der linearen Approximation der Abbildungsfunktion F : IM — ID durch die Matrix
F' lassen sich die zwei folgenden Beziehungen schreiben:

= Vi V' (4.22)
= U U, (4.23)

r

a |3

r

Diese Gleichungen kénnen so interpretiert werden, dal die Anwendung einer Abbildung
und die anschliessende Umkehrung dieser Operation eine Art , Filter” darstellt. Wird die
Matrix F’ durch die SVD in eine Form gem#fi Gleichung (4.17) gebracht, so ergeben sich
die Projektionsoperatoren in die Unterriume IDy und IMy. Durch die Verwendung der ge-
nerellen Inversen werden alle durch das Modell nicht erkldrbaren Anteile der Observablen
in den Datennullraum und alle nicht auflésbaren Modellparameter in den Modellparame-
ternullraum projiziert. Besitzt F’ den vollen Rang und ist invertierbar, so gilt F'F'f = I,

d.h. alle Datenpunkte sind gleichermafien relevant. Ist F’ TE' = I, so finden sich alle Mo-
dellparameter in den Daten wieder und sind durch den Inversionsprozefl rekonstruierbar.
Das Modell wire perfekt aufgelost.

Der Grad der Relevanz bzw. Auflésung kann durch die ,, Effective Independence Distribu-
tion“, kurz EID, (Kammer (1991), Poston & Tolson (1992), Poston et al. (1998)) quanti-
fiziert und durch Ausschlufl irrelevanter Elemente gezielt verandert werden. Die EID ist
definiert durch den Vektor

e = Diag (5'(5”5)‘15”). (4.24)

Sei die Matrix F' dargestellt durch ihre Singulérwertzerlegung, so folgt e = Uy ng, bzw.

fiir E’T folgt e = ¥p¥rT. Die einzelnen Elemente des Vektors liegen deshalb im Intervall
[0, 1]. Als eine weitere Eigenschaft der EID-Werte fanden Ben-Israel & Greville (1980)

N
> e = Rang(F), (4.25)
i=1

d.h., daf8 der i-te EID-Wert den Beitrag einer Observablen zum Rang der Matrix F'
angibt. Daraus folgt, daB Observable bzw. Modellparameter mit dem zugehorigen EID—
Wert 0 keinerlei Relevanz besitzen und aus dem Optimierungsproblem eliminiert werden
konnen, ohne den Rang der Matrix F’ zu verdndern. Die Entfernung eines Elementes mit
einem zugehorigen EID-Wert von 1 fithrt zu einer Erniedrigung des Rangs um 1, wodurch
eine sonst invertierbare Matrix singuldr wird.
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4.7.4 Inversion in den Unterrdumen

Wie gezeigt wurde, sind die SVD und die EID geeignete Methoden, um relevante und
irrelevante Anteile des gesamten Inversionsproblems voneinander zu separieren. Dadurch
wird es moglich, die Inversion unterbestimmter Systeme durchzufiihren, wobei die Losung
in dem durch Vi aufgespannten Unterraum gesucht wird. Bei groflen Inversionsproble-
men kann die Dimension dieses Unterraumes allerdings noch groB genug sein, um ein
erhebliches Mafl an Rechenzeit bei der Berechnung der Matrix F’ zu erfordern. Fiir solche
Fille zeigten Kennett et al. (1988) den allgemeinen Weg der ,,Subspace Methods“ auf.
Mit Hilfe von Projektionsoperatoren auf niedrigdimensionale Unterrdume ist das gesam-
te Inversionsproblem auf effektive Weise sukzessive in diesen Unterrdumen lésbar. Es ist
nun naheliegend, die durch die SVD bestimmten Projektionsoperatoren zu diesem Zweck

einzusetzen.
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Abbildung 4.2: Rechts: Folge der Modellvektoren fiir das Gradientenverfahren (rote
Linien) und das Subraum-Gaufl-Newton—Verfahren (griine Linien).
Die Konturlinien stellen die Fehlerfunktion dar, wobei cyan—farbene
Linien niedrige und mangenta—farbene Linien hohe Fehler kenn-
zeichnen. Die Losung ist durch o gekennzeichnet. Links: Abnahme
des relativen Fehlers wihrend der Iteration.

Zur Bestimmung der generalisierten Inversen wurden die Matrizen Uy und V¢ durch die
Eigenvektoren gebildet, deren zugehérige Eigenwerte \;...\p grofer als Null sind. Damit
kann das Verhiltnis zwischen dem grofiten und dem kleinsten Eigenwert A;/Ap unter
Umstédnden recht grofl werden. Nach den Erkenntnissen aus Abschnitt 4.5.2 bedingt aber
eine schlechte Konditionierung eine geringe Konvergenzrate. Um zwecks schneller Konver-
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genz die Konditionszahl der zu invertierenden Matrix zu verbessern, ist es notig, kleine
Eigenwerte und deren zugehorige Eigenvektoren zu eliminieren. Dies kann auf einfache
Weise dadurch geschehen, dafi diese zum Nullraum gezéhlt werden.

Das Kriterium fiir die Zugehorigkeit eines Eigenvektors zum Nullraum wird damit von
Ai = 0zu \; < e gedndert oder zu A1 /); > 10, wenn alle Eigenwerte innerhalb der gleichen
Groflenordnung liegen sollen.

Die Matrix V; transformiert die Modellparameter in die neuen Koordinaten des Un-
terraumes, in dem das Inversionsproblem zunichst geldst werden soll. Dementsprechend
werden die Einheitsvektoren X, der numerischen Differentiation in Gleichung (4.3) zu
V" x, transformiert, so daf sich die Anzahl der zu bildenden Ableitungen auf r redu-
ziert. Ist die Losung in dem durch V; aufgespannten Unterraum gefunden, so kann sich
eine weitere verbesserte Losung nur in dem dazu orthogonalen Unterraum befinden, wes-
halb fiir die weitere Optimierung hochstens m — ¢ Ableitungen gebildet werden miissen.
Eine Bildung der Ableitungen in allen m Dimensionen des Modellparameterraumes ist erst
dann notig, wenn der verbliebene Unterraum nur noch von Eigenvektoren mit Null als
zugehorigem Eigenwert aufgespannt werden.

Diese Verfahrensweise wurde auf das schon aus Abschnitt 4.6 bekannte Problem an-
gewandt. Dort wurde demonstriert, dafi das GauBB—Newton—Verfahren bei ungeeigneter
Wahl des Startwertes nicht konvergiert. In Abbildung 4.1 ist ein solcher Fall dargestellt,
der nun durch die Verwendung des Gaufi—-Newton—Verfahren in Unterrdumen geldst wer-
den soll. Das Verhalten dieses Subraum—-Gaufi-Newton—Verfahrens wiederum im Vergleich
zum Gradientenverfahren zeigt Abbildung 4.2. Im Gegensatz zum konventionellen Gauf3—
Newton—Verfahren konvergiert das mit Hilfe der SVD modifizierte Verfahren gegen die
Losung. Dabei ist die Orthogonalitéit der erzeugten Unterrdume anhand des rechtwinkli-
gen Verlaufes der Folge der Modellvektoren innerhalb der Konturlinienzeichnung zu erken-
nen. Auch hier 148t sich gegeniiber dem Gradientenverfahren eine hohere Konvergenzrate
erzielen.

4.8 Joint Inversion

In den bisherigen Betrachtungen wurde der Datenvektor d als Darstellung einer geophy-
sikalischen Messung betrachtet. Bei der gemeinsamen Inversion unterschiedlicher geophy-
sikalischer Methoden, der sogenannten Joint Inversion, ist die unterschiedliche Natur der
involvierten physikalischen Vorginge zu beriicksichtigen. Daher reicht es im allgemeinen
nicht aus, zwei Verfahren dadurch zu koppeln, daf3 die jeweiligen Ergebnisse zu einem Da-
tenvektor zusammengefiigt werden und der Modellparameterraum entsprechend erweitert
wird. Der Einfachheit halber wird hier und im weiteren davon ausgegangen, dafl die Joint
Inversion von zwei Verfahren durchgefiihrt werden soll, wobei sich die Betrachtungen in
analoger Weise auf mehrere Verfahren erweitern lassen. Da die individuelle Inversion bei-
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der Methoden voneinander abweichende Losungen in den gemeinsamen Modellparametern
liefern wird, muf} sich als Losung der Joint Inversion ein ,irgendwie gearteter Mittelwert
ergeben. Dieser wird stark von der Gewichtung der Datenpunkte der einzelnen Metho-
den im Inversionsprozel abhingen, wodurch die Frage aufgeworfen wird, nach welchen
Kriterien diese Gewichtung festgelegt wird.

Ein einfaches Beispiel soll den Einflul der Gewichtung verdeutlichen. Sei £4 die Fehler-
funktion fiir die aus den Abschnitten 4.6 und 4.7.4 bekannte refraktionsseismische Mes-
sung. Sei ferner eine Schlumberger-Sondierung durchgefiihrt worden, so da3 auch daraus
eine Schichtméichtigkeit an der Stelle des seismischen Mefprofils bestimmt wird. Beide
Messungen seien mit 10% gauflverteiltem Rauschen behaftet. Abbildung 4.3 zeigt die bei-
den Fehlerfunktionen, wobei die Parameterkombinationen des zugrundeliegenden Modells
jeweils durch ein Kreuz und die Minima der Fehlerfunktionen durch einen Kreis dargestellt
sind.

7
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6 0.12 0.08
55 01 0.07
B
= 5 0.08 0.06
4.5
10.06 10.05
4
10.0a 10.04
35
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Abbildung 4.3: Fehlerfunktionen der Refraktionsseismik (links) und der Geoelek-
trik (rechts). Die korrekten Modellparameter sind durch Kreuze,
die Minima der Fehlerfunktionen durch Kreise gekennzeichnet.

Beide Fehlerfunktionen werden nun durch den Gewichtungsfaktor v € [0, 1] zu einer ge-
meinsamen Fehlerfunktion £ verkniipft, so daf} gilt:

L = LY+ (1—7) L5 (4.26)

Die so erhaltene Fehlerfunktion wird zur Inversion genutzt. Dabei soll das Verhalten des
Inversionsergebnisses bei Anderung des Gewichtsparameters v untersucht werden, wozu
die Inversion fiir unterschiedliche Werte durchgefiihrt wurde.
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5.6 - Die nebenstehende Abbildung zeigt das In-
+*H+HJr versionsergebnis fiir die Schichtméachtigkeit

5.4 Ww#”" 1 hy als Funktion des Gewichtungsfaktors .
: %H#J,,_% Als Extremwerte treten dabei die Ergebnis-
o P-2] +H:*”* | se der einzelnen Inversionen beider Verfah-
5 wm | ren auf. Zwischen diesen Extremwerten kann
Lt jede beliebige Schichtméchtigkeit durch ge-

4_8-#*”'% . eignete Wahl von v und abhéngig von den
0.5 1 FEigenschaften der einzelnen Fehlerfunktio-

nen als Ergebnis der gemeinsamen Inversi-
on auftreten. Dieses Verhalten ist insofern
Abbildung 4.4: Bestimmte Maichtigkeit ungiinstig, da ad hoc kein Kriterium zur ge-

hi in Abhéngigkeit von v  eigneten Wahl von 7 angegeben werden kann.

Daher soll zur Joint Inversion ein Algorithmus verwendet werden, der auf die Methodik
der Inversion einer einzelnen Methode aufbaut. Dabei sollen im Verlauf der Iterationenfol-
ge my der gemeinsamen Modellparameter die Fehler der einzelnen Methoden minimiert
werden. Eine Verkniipfung durch einen a priori gewéhlten Gewichtungsparameter findet
nicht statt. Ein Abbruch des Algorithmus findet unter der Bedingung statt, daf} eine Ver-
ringerung des Fehlers einer Methode im Widerspruch zu einer anderen Methode steht,
d.h. sich deren Fehler vergrofiern wiirde.

In Abbildung 4.5 ist ein vereinfachtes Fludiagramm des verwendeten Inversionsalgorith-
mus fiir die Inversion zweier Verfahren A und B gezeigt. Fiir mehrere Verfahren kann
der Algorithmus analog erweitert werden. Das Fludiagramm gliedert sich in drei Be-
reiche, oben der Eingabebereich, darunter die Modellierungen, Bildung der Ableitungen
und der Abstiegsrichtung jeweils fiir die jeweiligen Methoden getrennt ausgefiihrt und
schlielich im unteren Teil des Diagramms die eigentlichen Iterationsvorschriften. Im fol-
genden soll dieser Algorithmus detaillierter betrachtet werden. Die Eingabeschnittstellen
zum Benutzer bediirfen dabei wohl keiner weiteren Erlduterung, gleichfalls auch nicht
die Modellierungen, welche ausfiihrlich in Kapitel 3 beschrieben wurden. Zur Bestim-
mung der Abstiegsrichtung fiir die einzelnen Methoden erfolgt zunichst die Bildung des
Gradienten VL und des Modellverbesserungsvektors nach dem Gaufl-Newton—Verfahren

[E’TE’]_IE’TA d. Durch Bildung des Skalarproduktes zwischen beiden Richtungen wird
iiberpriift, ob die Losung des Gaufi-Newton—Verfahrens eine Abstiegsrichtung darstellt.
Ist dies nicht der Fall kann eine Abstiegsrichtung durch Verwendung des Subraum-Gauf3-
Newton—Verfahrens oder alternativ durch Gleichsetzen mit dem Gradienten gefunden wer-
den. Sind die Abstiegsrichtungen 14, 1Z fiir beide Verfahren bestimmt, werden eine Reihe
von Fallunterscheidungen durchgefiihrt. Im ersten Fall gilt: $¢ 14 = 0 und 9;' 1 = 0.
Das heift, der Projektionsoperator auf den relevanten Modellparameterraum der Methode
B, angewandt auf die Abstiegsrichtung der Methode A, liefert den Nullvektor; gleichzeitig
gilt dies auch fiir die Anwendung
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Abbildung 4.5: Fludiagramm des verwendeten Inversionsalgorithmus.
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des Projektionsoperators auf den relevanten Modellparameterraum der Methode A, an-
gewandt auf die Abstiegsrichtung der Methode B. In diesem Fall kénnen beide Metho-
den vollig unabhéngig voneinander betrachtet werden, da sie beide offensichtlich von or-
thogonalen Modellparameterrdumen abhingen. Die Schrittweite ist bei Verwendung der
Gaufi-Losung fiir beide Verfahren schon festgelegt und mufi nur bei der Verwendung des
Gradienten durch eine entsprechende Schrittweitenregel bestimmt werden.

Gelten die Bedingungen fiir den Fall 1 nicht, so sind die Erkundungsmethoden A und
B von gemeinsamen Parametern abhéngig. Dies ist der Fall, der zum Zwecke der Joint
Inversion angestrebt wird. Als weitere Bedingung in diesem zweiten Fall sollen die Ab-
stiegsrichtungen der Methoden die Ungleichung [BT[A > 0 erfiillen. Durch diese Bedin-
gung ist gewihrleistet, dal wihrend des Verfahrens die Kombination beider Methoden
eine gemeinsame Abstiegsrichtung liefern, so dal der Fehler in jedem Schritt fiir beide
Methoden simultan reduziert wird. Damit wird die Mdéglichkeit ausgeschlossen, dafl der
Fehler einer Methode auf Kosten der anderen verringert wird. Die Kombination der Ab-
stiegsrichtungen der einzelnen Methoden liefert die gemeinsame Abstiegsrichtung, wobei
fiir diese neue Richtung eine entsprechende Schrittweite o/t durch die in Abschnitt
4.5.1 beschriebenen Methoden zu finden ist.

Wird auch die Bedingung fiir den zweiten Fall nicht erfiillt, was z.B. dann auftritt, wenn
eine Methode schon eine lokales Minimum erreicht hat, fiihrt dies abschlieend auf den
dritten Fall. An diesem Punkt der Iterationsfolge ist es nicht mehr mdoglich, die Anpas-
sungsfehler beider Methoden an die Daten gleichzeitig zu reduzieren. Sei dabei beispiels-
weise Methode A mit dem gréfleren Anpassungsfehler behaftet. Es besteht nun noch die
Moglichkeit, die Anpassung fiir Methode A weiter zu verbessern, ohne das Resultat fiir
Methode B zu veriandern. Wie Rowbotham & Pratt (1997) fiir die Methode der Laufzeit—
Tomographie zeigten, kénnen die Modellparametervektoren in eine gewiinschte Richtung
verdndert werden, ohne den Anpassungsfehler zu vergréfiern, solange die Anpassungsrich-
tung im Nullraum liegt. Die gewiinschte Richtung wird im Falle der Joint Inversion durch
die Anpassung der weiteren Methoden festgelegt, also in diesem Beispiel durch Methode A.
Um die obige Bedingung zu erfiillen, wird die durch Methode A bestimmte Abstiegsrich-
tung des Modellparametervektors durch den Operator ‘D{f auf den Nullraum der Methode
B projiziert. Wie gewohnt, erfolgt die Ermittlung einer addquaten Schrittweite fiir die so
gefundene Richtung.

Sind die Abstiegsrichtungen und Schrittweiten bestimmt, wird der Nachfolger des Mo-
dellparametervektors durch Gleichung (4.11) berechnet und die Iteration fortgefiihrt, bis
ein Abbruchkriterium erfiillt ist.
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4.9 Inversion von Rayleigh—Wellen

Eine einfache Methode zur Analyse von Oberflichenwellen ist die Schatzung der Grup-
penlaufzeiten der verschiedenen Moden in Abhingigkeit von der Frequenz. Diese Methode
bendtigt nur eine seismische Spur als Eingabe, wodurch man eine Anderung des Disper-
sionsverhaltens von Spur zu Spur erkennen kann. Abbildung 4.6 zeigt in einem Flufidia-
gramm eine Ubersicht iiber die Signalanalyse und Signalsynthese sowie deren Einsatz zur
Interpretation von Oberflichenwellen.

Um prinzipiell Aussagen iiber die Frequenzabhingigkeit der Gruppenlaufzeiten zu ma-
chen, bendétigt man eine Transformation des Signals aus dem Zeit—Bereich in den Zeit—
Frequenz—Bereich. Diese Aufgabe kann mit verschiedenen Ansétzen gelost werden, wobei
die jeweiligen Transformationen unterschiedliche Bedingungen z.B. beziiglich der Erhal-
tungssétze erfiillen. Da zu einem spéteren Zeitpunkt sowohl Linearitdt als auch Energie-
erhaltung gefordert werden, soll folgendes Transformationspaar betrachtet werden:

Plti,v;] = Y 2[te]wilte — t:] e727 1" (4.27)
2t = D000 Pltn vy dhlti — ta] €7 5% (4.28)

Gleichung (4.27) ist die diskrete Analysetransformation, die das Signal in elementare
Komponenten, sogenannte , Wavelets®, zerlegt. Die Wavelets sind jeweils in der Zeit—
Frequenz-Ebene bis auf eine gewisse Unschiirfe um einen Zeitpunkt ¢; und eine Frequenz
v; lokalisiert. P[t;, v;] ist eine komplexe Grofle und enthélt die Amplituden—und Phasenin-
formation iiber das zugeordnete Wavelet. Der Absolutbetrag || P[t;, v;]|| kann als Energie-
dichte des Signals in dem jeweiligen Zeit-Frequenz-Intervall gedeutet werden, weshalb ich
im folgenden ||P[t;, v;]|| als Energiedichteverteilung oder kurz Verteilung bezeichnen wer-
de. Gleichung (4.28) ist die Umkehrfunktion oder Synthesetransformation der Gleichung
(4.27).

Neben der Linearitat wird auch die Energieerhaltung erfiillt, wenn die Fensterfunktion
folgender Bedingung geniigt:

/ Ys) Y@y dt’ = 1. (4.29)

Ein Einsetzen von Gleichung (4.27) in (4.28) ergibt offensichtlich unter Verwendung von
(4.29) die Identitét. In dieser Arbeit findet das Morlet-Wavelet

N2
Ysti—t) = (s w)‘%e‘J—(t - (4.30)

Verwendung (Grossmann et al. (1989)), welches Bedingung (4.29) erfiillt.
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Die Fensterfunktion 15 kann durch den Skalenfaktor s hinsichtlich der Ausdehnung in Zeit
und Frequenz beeinflufit werden. Durch die Unschérferelation At - Av > const. geht eine
genauere Lokalisation des Wavelets in der Zeit mit einer Verbreiterung seines Spektrums
einher und umgekehrt.

Die Zeit—Frequenz—Analyse ist sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich implemen-
tierbar, mit einem konstanten oder frequenzabhingigen Skalenfaktor. In der Literatur
sind diese Verfahren daher unter verschiedenen Namen bekannt. Die ,Moving Window
Analyse“ (Landisman et al. (1969)) verwendet eine Fensterfunktion im Zeitbereich, so
da nur kurze Ausschnitte des Seismogramms der Spektralanalyse unterzogen werden.
Die ,Multiple Filter Technik“ (Dziewonski et al. (1969)) arbeitet im Frequenzbereich und
verwendet dort eine frequenzabhingige Fensterfunktion als schmalbandiges Filter. Die
Frequenzabhingigkeit ist so konstruiert, dafl die Zeitauflésung mit steigender Frequenz
erh6ht wird, so dafl die Frequenzauflosung in Oktaven gerechnet konstant bleibt. Ergebnis
der Bemiihungen um Zeit—Frequenz—Analysemethoden in den unterschiedlichen Diszipli-
nen der Naturwissenschaften ist die ,,Continuous Wavelet Transformation“, kurz CWT,
(Delprat et al. (1992), Chui (1992)), die eine vereinheitlichte Formulierung im Sinne einer
Integraltransformation darstellt und das heutige Standardwerkzeug ist.

Abbildung 4.6 gibt einen Uberblick iiber die in diesem Abschnitt dargestellte Methodik der
Signalanalyse und —synthese, eingebettet in das Ablaufschema der Inversion. Ausgangs-
punkt ist ein synthetisches Seismogramm (Abb. 4.6a), welches in den t—v—Bereich transfor-
miert wird. Den Absolutbetrag ||P[t;, v;]|| des transformierten Seismogramms zeigt Abb.
4.6b. Da die Energie in einem Wellenpaket mit der Gruppengeschwindigkeit durch den
Raum transportiert wird, geht man bei der Interpretation von P[t;, v;] davon aus, daf
Maxima der Verteilung als Maxima einer Signalkomponente betrachtet werden koénnen
und somit zur Bestimmung der Gruppenlaufzeiten in Abhingigkeit von der Frequenz
genutzt werden konnen (Kennett (1976)). Deshalb wurden die Maxima von ||P[t;, v;]||
bestimmt und in Abb. 4.6c dargestellt. Diese Maxima werden als Teile von Dispersions-
kurven betrachtet und fiir die Inversion genutzt. Zuvor miissen aber anhand der in Abb.
4.6¢ enthaltenen Informationen die Energiemaxima den einzelnen Moden der Dispersions-
kurven zugeordnet werden. Eine Aufgabe, die interaktiv durchgefiihrt werden muf} und
einige Probleme beinhaltet:

1. Wiahrend die komplexe Verteilung P[t;, v;] linear vom Seismogramm z[t;] abhéngig
ist, gilt dies nicht fiir den Absolutbetrag. Uberlagern sich zwei Signalkomponenten
in einem Frequenzband, so bewirkt der Mischterm bei der Quadrierung eine zeitli-
che Verschiebung des Maximums des Absolutbetrages an dieser Stelle. Aus diesem
Grund ist es nur in den Bereichen statthaft, den obigen Ansatz zur Bestimmung
der Gruppenlaufzeiten anzuwenden, in denen nur eine Mode der Oberflichenwellen
enthalten ist. Dieser Bereich ist in Abb. 4.6d mit ,,1“ gekennzeichnet. In den an-
deren Bereichen der Zeit-Frequenz-Ebene ist es notwendig, spezielle Verfahren zur
Schitzung der Dispersionskurven einzusetzen (Tillmann (1997)).
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2. Aus Punkt 1 ergibt sich fiir den interpretierenden Geophysiker sofort ein weiteres
Problem. Er muf} entscheiden, ob Signalanteile zu einer oder zu mehreren Moden
gehoren und, diese Frage ist sehr viel schwieriger zu beantworten, welcher Mode sie
zuzuweisen sind. Der mit ,2“ gekennzeichnete Bereich in Abb. 4.6d ist eine starke
Interferenz zwischen zwei Signalen. Obwohl man anhand der geschitzten Maxima
der Energiedichteverteilung eine durchgehende Dispersionskurve zu sehen glaubt,
sind die eingezeichneten Maxima fiir Frequenzen oberhalb von 20 Hz keiner der
theoretischen Dispersionskurven in Abb. 4.6e zuzuordnen.

3. Weiterhin sind nur sehr schmalbandig angeregte oder durch Interferenz teilweise
ausgeloschte Signale, wie die mit ,3“ in Abb. 4.6d gekennzeichneten Anteile, nicht
interpretierbar.

Eine neue Methode soll die oben beschriebenen Probleme beheben. Zum einen wird recht
schnell klar, dafl sich die Interpretation auf die komplexe Verteilung beziehen muf}, und
nicht auf deren Betrag. Zum anderen ist deutlich gezeigt, dafl eine Zuordnung von Si-
gnalanteilen zu den Dispersionskurven der einzelnen Moden sehr fehlertrichtig ist. Eine
Moéglichkeit zur Losung dieser Probleme wére die Berechnung des gesamten Seismogramms
anhand des Modells. Dieser Prozef benétigt allerdings eine um Gréflenordnungen héhere
Rechenzeit als die alleinige Berechnung der Dispersionskurven. Fiir einen Inversionsprozef3
bedeutet dieser Ansatz einen zur Zeit noch unvertretbaren Aufwand.

Daher soll folgendes von mir neu entwickelte Verfahren vorgestellt werden: Durch die
Gleichung (4.28) ist die Synthese eines Seismogramms aus der Zeit-Frequenz-Darstellung
P'[t;,vj] definiert. Diese sogenannte ,Gabor Représentation® des Seismogrammes ist
vollstidndig, solange fiir die Abtastung der Verteilung At - Av < 1 gilt. Da P[t;,v;] in
der Implementierung immer feiner abgetastet werden muf} als es dieses Kriterium erfor-
derlich macht, enthélt diese Repréisentation des Seismogramms immer Redundanz, d.h.,
es existieren mehrere Verteilungen, die zu identischen Seismogrammen fiihren.

Idealerweise bestiinde P'[t;,v;] aus Wavelets zu den Zeiten t; und Frequenzen v, die
durch die Dispersionskurven der Gruppenlaufzeiten bestimmt sind und die nur fiir diese
Zeit-Frequenz—Paare eine Amplitude a;; > 0 haben. In einem ersten Schritt werden
die Dispersionskurven bestimmt (Abb. 4.6e) und aus den so festgelegten Zeit—Frequenz—
Paaren unter Verwendung der in der Analyse verwendeten Wavelets (Abb. 4.6f) eine
Verteilung:

Pl[ti, I/j] = Za,k,jw: [tk — tz] 627ri Vit (431)
k

erzeugt. Die unbekannten Amplituden a;; werden durch die Lésung des Optimierungs-
problems:

|P[ty, v;] — P'[ty,v;]|| = min.  und  ay,; >0 (4.32)
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ermittelt. Durch diese Verfahrensweise erhilt man die in Abb. 4.6g gezeigte Verteilung
P't;,vj], die die gemessene Verteilung P'[t;, ;] am besten unter Verwendung eines be-
stimmten Modells erkldrt. Durch die Synthesegleichung (4.28) ist damit auch das am
besten angepafite Seismogramm bestimmt (Abb. 4.6h). Man erhilt also pro Modell ei-
ne Verteilung und ein Seismogramm. Die grundlegende Idee, diese Methode zum Zwecke
der Inversion zu benutzen, besteht nun darin, dafl eine weitere Verminderung eines Ab-
standes zwischen dem gemessenen und dem synthetisierten Seismogramm nur durch eine
Relokation der Wavelets erreicht werden kann. Da die Lokationen der Wavelets in der
Zeit-Frequenzebene durch die Dispersionskurven bestimmt sind, mufl das Modell in ge-
eigneter Weise veridndert werden. Daraus folgt, daf eine Minimierung des Fehlers zwischen
gemessenem und synthetisiertem Seismogramm auf ein Modell fiihrt, welches dem wahren
Untergrundmodell entspricht.

Um diese These zu stiitzen, wurde das oben beschriebene Verfahren an einem syntheti-
schen Datensatz getestet. Das dem Datensatz zugrundeliegene Modell ist in Abbildung
4.7 dargestellt. Das daraus berechnete Seismogramm, die dazugehorige CW'T, die Disper-
sionskurven etc. sind im Ablaufschema des Inversionsverfahrens in Abbildung 4.6 gezeigt.
Um das Verhalten des oben beschriebenen Verfahrens anschaulich darzustellen, wurden,
ausgehend vom exakten Modell, jeweils zwei Modellparameter in einem weiten Bereich
variiert. Fiir diese verdnderten Modellparameter wurde die optimale Energiedichtevertei-
lung P'[t;, v;] bestimmt. Das zugehdrige Seismogramm 2'[t;] ergibt sich dann aus Gleichung
(4.28).
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Abbildung 4.7: Das zur Modellierung des Seismogramms zugrundegelegte Modell
eines Niedergeschwindigkeitskanals in einem Halbraum. Der Ab-
stand zwischen Quelle und Geophon betrégt 100m.
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Abbildung 4.8: Die Fehlerfunktionen in Schnitten durch den Modellparameterraum.
In a) die Variation der Méchtigkeit h; und des vp/vs—Verhéltnisses in
der 1. Schicht. In ¢) die Variation der Méchtigkeit hy und des vp/vg—
Verhiltnisses in der 2. Schicht. Die Minima der Fehlerfunktionen sind
durch ein o, die exakten Losungen jeweils durch ein + gekennzeichnet.
In b) und d) oben sind jeweils die synthetischen Seismogramme z[t;]
(gepunktet) im Vergleich zum Seismogramm der Lésung 2'[t;] (durch-
gezogen) gezeigt, wihrend jeweils unten die Differenzsignale gezeichnet

sind.
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Abbildung 4.9: Die Fehlerfunktionen in Schnitten durch den Modellparameterraum.
In a) die Variation der Michtigkeiten hq, ho der 1. und 2. Schicht. In
¢) die Variation der Dichten gy, 0.5 der 2. Schicht und des Halbrau-
mes. Die Minima der Fehlerfunktionen sind durch ein o, die exakten
Losungen jeweils durch ein + gekennzeichnet. In b) und d) oben sind
jeweils die synthetischen Seismogramme z[t;] (gepunktet) im Vergleich
zum Seismogramm der Losung 2'[t;] (durchgezogen) gezeigt, wihrend
jeweils unten die Differenzsignale gezeichnet sind.
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Als relativer Fehler £, an diesem Punkt des Modellparameterraumes definiere ich das
Verhiltnis der Energien des Differenzsignales z[t;] — 2'[t;] und des synthetischen Seismo-
gramms z|t;]:

L B - T "
Sl =7 (4.33)

Die daraus resultierenden zweidimensionalen Schnitte durch die Fehlerfunktion sind in
den Abbildungen 4.8 und 4.9 dargestellt. Allen untersuchten Schnitten ist gemein, dafl
das globale Minimum der Fehlerfunktion innerhalb der Schnittebene in der N&dhe der
exakten Losung liegt und das zur Losung gehorige Seismogramm das zu invertierende
Seismogramm in seiner Wellenform anpafit. Das in den Abbildungen dargestellte Diffe-
renzsignal zeigt iiber die gesamte Signaldauer hinweg gleichméflig niedrige Amplituden.
Die Tatsache, dafi das exakte Modell durch dieses Verfahren nicht wieder rekonstruiert
werden kann, hat vielfdltige Ursachen. Numerische Ungenauigkeiten bei der Modellierung
des Seismogramms und der Berechnung der Dispersionskurven sind dabei zu vernachléssi-
gen sind. Die CWT, die zur Analyse des synthetischen Seismogramms verwendet wird,
besitzt ein eingeschrinktes Auflosungsvermogen in Zeit und Frequenz, welches zum einen
durch die Unschérferelation der Fourier—Transformation und zum anderen durch die Ab-
tastrate und die Signallinge bestimmt wird. Zusétzlich kann das Verhéltnis der zeitlichen
Auflésung zur Auflosung der Frequenz durch den Skalenfaktor s beeinflufit werden. Auch
die Belegung der Zeit—Frequenzebene (siehe Abbildung 4.6f) mit Wavelets erfolgt nur an
den durch die diskrete CWT festgelegten Punkten. Ferner kann man in der Abbildung
4.8c eine Periodizitit der lokalen Minima der Fehlerfunktion erkennen. Das heifit in diesem
Beispiel, daf3 sich fiir Startmodelle mit unterschiedlich angenommenen Verhéltnissen von
vp/vs in der 2. Schicht jeweils unterschiedliche Losungen ergeben. Diese Losungen passen
das Seismogramm #hnlich gut an, allerdings mit einer unterschiedlichen Zuordnung der
Signalanteile zu den einzelnen Moden.



Kapitel 5

Anwendungen

5.1 Ubersicht

Motiviert durch die Problematik der Joint Inversion wurde in den vorherigen Kapiteln
eine Methodik der Modellierung und Inversion entwickelt, mit deren Anwendung sich
dieses Kapitel beschiftigt. Da die Giiltigkeit der durchgefiihrten Modellierungen die Ver-
trauenswiirdigkeit des Inversionsergebnisses bestimmt, soll anhand numerischer Experi-
mente das Verhalten der unterschiedlichen Modellvorstellungen untersucht werden. Dabei
werden die Verteilungen der physikalischen Parameter, die mit Hilfe des in Kapitel 2
entwickelten Gesteinsmodell berechnet wurden, dem konventionellen Konzept der unste-
tigen Parameterverteilung im Untergrund mit genau lokalisierten Grenzflichen, an denen
sich die physikalischen Parameter sprunghaft &ndern, gegeniibergestellt. In Abschnitt 5.2
wird deshalb die Diskrepanz zwischen den Modellvorhersagen in Abhéngigkeit von der
Kornverteilung des Bodens bestimmt. Anschliefend kénnen eine Reihe von Bedingungen
formuliert werden, unter denen beide Modellierungsansétze dquivalente Ergebnisse liefern.
In Abschnitt 5.3 wird anhand einer systematischen Untersuchung durch Modellierung mit
dem Bodenmodell und anschlieender Inversion mit dem Grenzflichenansatz gezeigt, wel-
che Auswirkungen eine Verletzung der in 5.2 formulierten Bedingungen auf das Inversi-
onsergebnis hat. In Abschnitt 5.4 wird daraufhin eine Joint Inversion eines synthetischen
Datensatzes mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus durchgefiihrt, um dessen
Verhalten zu veranschaulichen. Abschlieend erfolgt in Abschnitt 5.5 die Interpretation
eines Feldfalles mit diesem Verfahren.
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5.2 Modell eines Grundwasserspiegels im Halbraum

In den Kapiteln 2, 3 und 4 wurde das theoretische Werkzeug entwickelt, um die phy-
sikalischen Eigenschaften eines Gesteinsmodell vorherzusagen und aus geophysikalischen
Messungen an dessen Oberfliche auf diese Eigenschaften zuriickzuschliessen. Um die prin-
zipiellen Auswirkungen dieses Sedimentmodells darzulegen, soll zunichst ein sehr ein-
faches Modell betrachtet werden. Das einfachste geologische Modell besteht aus einem
Halbraum mit einer homogenen Verteilungen der Parameter. Fiir die Modellierungen in
diesem Abschnitt wurde ein mittlerer Kornradius von 745, = 20um und eine Vertei-
lungsbreite von s, =0,5 angenommen. Die iibrigen Parameter entsprechen der Tabelle 2.2

0 0 i 0 0
-1 -1 -1 -1
E 27 -2 -2 -2
c .
_3 i _3 L
_4 i _4 L
_5 . _5
; 1 —gt ; | _6_ iiiiiiii X _
1400 1600 750 800 85C 10° 10" 10°
v, [m/s] Vg [m/s] o [om]

Abbildung 5.1: Verteilung der Parameter als Funktion der Tiefe berechnet fiir eine
Grundwasseroberfliche in 5m Tiefe. Die wellenférmige Linie be-
zeichnet die scheinbare Grundwasseroberfldche.

auf Seite 39. In diesemm Halbraum soll sich eine Grundwasseroberfliche befinden, deren
Teufe zwischen 2,50m und 20m schwankt. Abbildung 5.1 zeigt die berechneten Modell-
parameter S, vp, vg und p fiir eine angenommene Grundwasseroberfliche von 5m. Man
sieht, daB, bedingt durch die Kapillarkrifte im Porenraum, die Grundwasseroberfliche
angehoben wurde. Den Ubergang zu Sittigungsgraden >0,99 definiere ich daher als neue,
scheinbare Grundwasseroberfliche, welche in einer Tiefe von 4,50m lokalisiert ist. Wie in
Abschnitt 2.2.5 gezeigt, zeichnet sich die scheinbare Grundwasseroberfliche durch eine
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sprunghafte Verdnderung der P-Wellengeschwindigkeit aus. Ferner befindet sich oberhalb
der Grundwasseroberfliche ein ausgeprigter Sattigungsgradient, so daf} sich die physika-
lischen Parameter als Funktion des Sattigungsgrades stetig verhalten und keine sprung-
haften Anderungen, wie sonst in Schichtmodellen angenommen, stattfinden. Um diese
Situation dennoch durch Algorithmen zu modellieren, die auf dem Schichtmodell aufbau-
en, wird das stetige Modell durch Schichten mit einer M#chtigkeit von 0,05m diskretisiert.

10°

0.5

10° 10" 10° ' 20 40 60 80 100
x [m] x [m]

Abbildung 5.2: Unterschiede zwischen den Modellierungsverfahren: Die Kreuze (+)
kennzeichnen die Ergebnisse unter Vernachléssigung, durchgezoge-
ne Linien die Resultate unter Beriicksichtigung der Kapillarkrifte.
Links : Schlumberger—Sondierungskurven. Rechts : Reduzierte
Laufzeitkurven

Anhand dieses Modells soll nun geklirt werden, in welcher Gréfle Abweichungen in den
Modellierungen der Refraktionsseismik und der Geoelektrik zu erwarten sind, wenn man
einerseits die obigen Parameterfunktionen und andererseits ein herkémmliches Schichten-
modell verwendet. Dazu wurden Modellierungen mit beiden Ansétzen durchgefiihrt. Fiir
das Schichtenmodell wurde ein Zweischichtfall zugrundegelegt, wobei die Schichtgrenze
durch die scheinbare Grundwasserwasseroberfliche, also in diesem Fall 4,50m, festge-
legt wird. Fiir die Geoelektrik ergeben sich zwei Schlumberger—Sondierungskurven, die
in Abbildung 5.2 dargestellt sind. Die resultierende Sondierungskurve des durch die kon-
tinuierlichen Parameterfunktionen beschriebenen Modells wird durch die durchgezogene
Linie dargestellt, wihrend die Kreuze das Ergebnis des Schichtmodells repréisentieren. Es
ist deutlich ersichtlich, dafl die beiden Resultate erheblich voneinander abweichen. Ob-
wohl die Anhebung der Grundwasseroberfliche bereits beriicksichtigt wurde, wird fiir das
Schichtmodell eine Verdnderung des scheinbaren spez. Widerstandes erst fiir groflere Aus-
lagen x vorhergesagt. Was das im Rahmen der Inversion bedeutet wird zu einem spéteren
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Zeitpunkt untersucht. Im Gegensatz dazu unterscheiden sich die modellierten Laufzeit-
kurven fiir die Refraktionsseismik nur in einem derart geringen Mafle, dafl in Abbildung
5.2 reduzierte Laufzeitkurven dargestellt sind, um den Unterschied sichtbar zu machen.
Es wurde dazu eine Reduktionsgeschwindigkeit von 1300 m/s gewihlt.

Zunichst soll die Diskrepanz zwi-
schen beiden Modellierungsansitzen in
Abhéngigkeit von der Kornverteilung
und der Tiefe der Grundwasserober-
fliche quantifiziert werden. Dazu wur-
de die Tiefe der Grundwasseroberfliche
fiir das obige geologische Modell im

z [m]

-10¢ Bereich von 2,50m bis 20m variiert
und der zugehorige relative Fehler zwi-
schen beiden Modellierungsmethoden
ermittelt. Der relative Fehler als Funk-
tion der Tiefe der Grundwasserober-
fliche ist in Abbildung 5.3 dargestellt.

. . Die durchgezogene Linie représentiert
S0 100 den Fehler zwischen den Modellierun-
rel. Fehler [%] gen der Geoelektrik, die gestrichelte Li-

nie den Fehler zwischen den Modellie-

Abbildung 5.3: Relative Abweichung als rungen der Refraktionsseismik.
Funktion der Tiefe

_15 L

-20

Ol = o o o - -

Wie schon weiter oben festgestellt wurde, ist die Refraktionsseismik nicht sensitiv ge-
geniiber den Anderungen, die eine Beriicksichtigung der Kapillarkriifte bewirken. Dage-
gen ist die Geoelektrik sehr stark abhéingig vom Sattigungsgrad des Gesteins und damit
gegeniiber der verdnderten Fluidverteilung im Untergrund. Bei dem in diesem Beispiel
gewihlten einfachen Modell ist der durch die Kornverteilungsparameter beeinfluibare
Anteil der Fluidverteilung knapp oberhalb der Grundwasseroberfliche lokalisiert. Daher
ist es leicht nachvollziehbar, dafl der Einflul auf die Messungen mit der Teufe der Grund-
wasseroberfliche abnimmt, wie dies in Abbildung 5.3 erkennbar ist.

Fiir den Beobachter an der Erdoberfliache ist die Beeinflussung der Messungen prinzipiell
erst dann zu erkennen und auswertbar, wenn sie signifikant sind, d.h. wenn die Abweichun-
gen grofer als die anzunehmenden statistischen Fehler sind. Fiir die Geoelektrik sei diese
Signifikanzschranke zu 4 Prozent angenommen, d.h. die Abweichung zwischen den Vor-
hersagen der beiden Modellierungsverfahren soll mindestens 4 % betragen, damit sie von
statistischen Fehlern unterscheidbar ist. Fiir das obige Beispiel sind die Abweichungen fiir
alle betrachteten Teufen der Grundwasseroberfliche signifikant. Im folgenden soll unter-
sucht werden, wie sich die Signifikanz fiir unterschiedliche Kornverteilungen verhilt. Dazu
wurden die oben beschriebenen Modellierungen fiir Kornverteilungen durchgefiihrt, deren
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mittlerer Kornradius 7y, 50im Bereich von 10-1000#m und deren Kornverteilungsbreite sy
zwischen 0,01 und 0,5 variiert wurden. Die folgenden Abbildungen 5.4 und 5.5 zeigen die
relative Abweichung fiir Grundwasseroberflichen in einer Teufe von 5, 10 und 15 Metern.
Dabei sind die Graustufenskala in den jeweiligen Abbildungen einheitlich gewéhlt, da-
mit diese vergleichbar sind. Ferner werden Abweichungen kleiner als 4% weifl dargestellt,
so daB die Signifikanzgrenze leicht zu erkennen ist. Anhand dieser Abbildungen erkennt
man, dafl die Abweichungen desto grofier werden, je kleiner der mittlere Kornradius bzw.
je breiter die Kornverteilung des Bodengefiiges ist. Dieses Verhalten ist qualitativ anhand
der Ausfiihrungen in Abschnitt 2.3 zu erkliren. Dort wird in Abbildung 2.12 auf Seite 30
die Abhéngigkeit der Sattigungskurven von der Kornverteilung gezeigt.

80
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Abbildung 5.4: Relative Abweichung der geoelektrischen Modellierungen in
Abhéngigkeit von den Kornverteilungsparametern ry 5o und s fiir
eine Grundwasseroberfliche in 5m Teufe.



80 KAPITEL 5. ANWENDUNGEN

, 45
40
_ 35
X
30 3
[
. 25 ;_—:’J
20 2
. O
15 <
©
0.1 10
{5
-5 -4 -3
10 10 10
50 (M
0.5 o 30
0.4 e
¥
120 3
0.3 é
we 15 2
0.2 H
' 110 <
o
0.1 .
-5 -4 -3
10 10 10
M50 (M

Abbildung 5.5: Relative Abweichung der geoelektrischen Modellierungen in
Abhéngigkeit von den Kornverteilungsparametern ry 5o und s fiir
eine Grundwasseroberfliche in 10m (oben) bzw. 15m (unten) Teufe.
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Die Abbildungen 5.4 und 5.5 bestétigen die zu erwartende Korrelation zwischen der kapil-
laren Steigh6he und den Abweichungen zwischen den Schlumberger—Sondierungskurven.
Weiterhin wurde dieses Verhalten quantifiziert. Somit kénnen notwendige Bedingungen
formuliert werden, die an die Geologie des Untergrundes gestellt werden miissen, da-
mit die Inversion geoelektrischer Messungen unter der Annahme von scharf lokalisierten
Grenzflichen mit einem sprunghaften Wechsel des spezifischen Widerstands gelingt. Im
folgenden sind vier hinreichende Bedingungen formuliert:

Die Gesteinskorpern sind vollstédndig fluidgeséttigt.

Die Gesteinskorpern sind vollstindig desaturiert.

Der Untergrund besteht aus sehr grobkornigem und gut sortiertem Material, wie
z.B. grober Sand, Kies und Schotter.

Die Grundwasseroberfliche befindet sich in sehr grofler Tiefe, so dafl die Effekte der
Wasserverteilung geringer sind als die mefitechnisch zu erfassenden.

In MefBgebieten mit aridem Klima kann eine dieser hinreichenden Bedingungen erfiillt
sein. Im allgemeinen ist es jedoch notwendig, kontinuierliche Widerstandverteilungen zu
beriicksichtigen, um geoelektrische Messungen mit anderen geophysikalischen Methoden
in Einklang zu bringen.

5.3 Einzelinversion geoelektrischer Daten

Im vorangegangenen Abschnitt wurden ,Forderungen“ an den Untergrund gestellt, die
erfiillt sein miissen, damit die Verteilungen der elastischen und geoelektrischen Parame-
ter im Untergrund durch eine gemeinsame Grenzfliche beschrieben werden kénnen. Da
geoelektrische Verfahren wegen ihrer schnellen und preisgiinstigen Durchfiihrbarkeit auch
zur strukturellen Erkundung des flachen Untergrundes genutzt werden, soll in diesem Ab-
schnitt untersucht werden, welche Auswirkungen die Verletzung dieser Forderungen auf
die Lokalisierung der angenommenen Grenzfliche hat. Grundlage dieser Untersuchung ist
wiederum ein Halbraum mit den Kornparametern ¢ =0,25, s, =1,0 und variablem ry, 5.
Die Grundwasseroberfliche wird in 10m Tiefe angenommen. Anhand dieses Modells wird
eine Sondierungskurve synthetisiert, die unter der Annahme von diskreten Grenzflichen
invertiert wird. Um etwaige Streuungen des Ergebnisses durch das Konvergenzverhal-
ten des Inversionsprozesses zu verhindern, wird das globale Minimum der Fehlerfunktion
durch die in Abschnitt 4.1 beschriebene regulidre Suche bestimmt. Die Inversion wurde
zundchst unter der Annahme nur einer Grenzfliche durchgefiihrt. Das Ergebnis zeigt Ab-
bildung 5.6, woraus ersichtlich wird, dafl bei sehr feinkérnigem Bodenmaterial die Lokali-
sation der angenommenen Grenzfliche deutlich von der Tiefe der Grundwasseroberfliche
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abweicht. Da zusétzlich ein hoher Anpassungsfehler auftritt wurde die Inversion mit zwei
Grenzflichen wiederholt. Der Anpassungsfehler beider Inversionsergebnisse ist in Abbil-
dung 5.8 dargestellt. Dort kann man erkennen, dafl der resultierende Fehler durch die
Inversion mit zwei Grenzflichen deutlich reduziert wurde. Betrachtet man das Ergeb-
nis dieser Inversion in Abbildung 5.7, so kann man aber feststellen, dafl die Struktur,
sprich die Grundwasseroberfliche fiir feinkérniges Material, mit keiner der Grenzflichen
des Inversionsergebnisses iibereinstimmt. Dieses Ergebnis zeigt, dal die strukturelle Er-
kundung mittels geoelektrischer Verfahren eng an die im letzten Abschnitt formulierten
Bedingungen gekniipft ist, da sie sonst zu systematisch abweichenden Ergebnissen fiihrt.
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Abbildung 5.6: Lokalisierung der Schichtgrenze unter Verwendung des geoelektri-
schen Zwei—Schichten—Falles.
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Abbildung 5.7: Lokalisierung der Schichtgrenze unter Verwendung des geoelektri-
schen Drei—Schichten—Falles.
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Abbildung 5.8: Anpassungsfehler der Inversionsergebnisse fiir den Zwei— und Drei—
Schichten—Fall.
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5.4 Inversion synthetischer Daten

Nachdem im Abschnitt 5.2 dargelegt wurde, unter welchen Voraussetzungen die Joint
Inversion von seismischen und geoelektrischen Verfahren mit Hilfe des Grenzflichenkon-
zepts gelingt, soll im folgenden die Inversion eines Falles durchgefiihrt werden, bei dem
die konventionelle Joint Inversion voraussichtlich versagt. Die Joint Inversion soll dabei
sowohl mit dem konventionellen Grenzflichenansatz als auch unter der Verwendung des
Bodenmodells erfolgen. Dazu wird das aus Abschnitt 5.2 bekannte und in Abbildung 5.1
dargestellte Modell benutzt. Zusétzlich wurden die synthetisch erzeugten Daten durch ein
normalverteiltes Rauschen von 2 Prozent veréndert.

Die Inversion wird ausgehend von demselben Startmodell sowohl mit als auch ohne
Beriicksichtigung der Kapillarkrifte durchgefiihrt. Um eine Inversion nach dem Grenz-
flichenkonzept zu simulieren, wird der mittlere Kornradius 7y 5, auf einen unverénderli-
chen Wert von 10mm gesetzt. Dadurch werden die Kapillarkréfte bei Beibehaltung des
Algorithmus vernachléssigbar gering, so dafl das Verhalten der Inversion dem einer kon-
ventionellen Joint Inversion unter der Verwendung von Grenzflichen gleicht. Fiir die Inver-
sion wurden die Verfahren der Refraktionsseismik, der Geoelektrik und Rayleigh—Wellen
eingesetzt. Entgegen der in Abschnitt 4.9 vorgestellten Verfahrensweise wird hier als Feh-
lermafl die Gruppenlaufzeitkurve der Grundmode verwendet, die bis zu einer Frequenz
von ca. 35 Hz durch keine hohere Mode gestért werden kann. Die Modellparameter des
verwendeten Modells, des Startmodells und der durch die Inversion erzielten Losung sind
in der Tabelle 5.1 zusammengefafit. Daneben befinden sich in dieser Tabelle Angaben
zur erzielten Anpassungsgiite, die durch den relativen Fehler zwischen den Daten und
der Modellierung quantifiziert wird. Dabei werden die relativen Fehler durch L, fiir die
Refraktionsseismik, £, fiir die Geoelektrik und £, fiir die Rayleigh-Welle bezeichnet.

Abbildung 5.9 zeigt die im Rahmen des Inversionsprozesses ermittelten Modellierungen,
welche die geringste Abweichung zwischen Modellierung und Daten produzieren. Die Er-
gebnisse der beiden Inversionsansitze sind jeweils gegeniibergestellt und die zu invertieren-
den Daten durch Kreuze gekennzeichnet. In der Abbildung 5.9 Mitte sind der Deutlichkeit
halber reduzierte Laufzeitkurven aufgetragen, wobei eine Reduktionsgeschwindigkeit von
1300 m/s verwendet wurde. Vergleicht man die Abbildungen, so fillt die relativ schlechte
und systematisch verschobene Anpassung der Sondierungskurve und der Laufzeitkurve in
Abbildung 5.9 links, oben bzw. 5.9 links, Mitte auf. Um diese systematischen Fehler zu
verringern, kann das Inversionsverfahren nach dem Konzept der Grenzflichen als freien
Parameter nur die Hohe h,, veréndern. Eine Verschiebung der Sondierungskurve zu gerin-
geren Auslagenldngen bendtigt eine Verkleinerung von h,,, wihrend eine Verschiebung der
Uberholentfernung zu groBeren Entfernungen eine VergroBerung von h,, verlangt. Dieses
Dilemma kann mit dieser einfachen Modellvorstellung nicht aufgelost werden. Wihrend
die Einzelinversionen sowohl der Laufzeitkurve als auch der Sondierungskurve zu einer
Reduzierung des Anpassungsfehlers fithren, werden diese Inversionen die Grenzfliche un-
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Parameter Einheit Modell Startmodell Resultat Startmodell Resultat
Grenzflichenkonzept Bodenmodell
Tk 50 [um] 20 [10000]  [10000] 7,5 15
Sk 0,5 0,6 0,48 0,6 0,47
0s [kg/m3| 2650 2650 2650 2650 2649
Ky [GPal 5,0 6,0 5,1 6,0 5,2
o 0,18 0,20 0,21 0,20 0,21
[0 0,25 0,20 0,24 0,20 0,24
P [© m)] 0,3 0,4 0,29 0,4 0,30
h [m] 00 00 00 00 00
P [m] 5,00 4,00 3,97 4,00 5,43
L. %] 122 14,5 52 5,2
L, [%] 13 2,0 13 1,1
L, (%) 12 1,1 12 0,8

Tabelle 5.1: Modellparameter des wahren Modells, der Startmodelle und der
Inversionsergebnisse. In eckige Klammern gesetzte Werte sind nicht
variabel.

terschiedlich tief lokalisieren. Die Joint Inversion hingegen fiihrt zu einer schlechteren An-
passung der einzelnen Messungen und liefert als Resultat ein gemitteltes Modell, wobei
diese Mittelung nicht ndher spezifiziert werden kann.

Im Gegensatz dazu liefert die Inversion, die den Sittigungsgradienten mit Hilfe eines
Bodenmodells beschreibt, ein Ergebnis, welches keine systematischen Abweichungen auf-
weist. Vergleicht man die Anpassung der Dispersionskurve in Abbildung 5.9 unten durch
beide Inversionsverfahren, so lassen sich keine Unterschiede ausmachen. Dies ist dadurch
begriindet, dafl die Rayleigh-Wellen in starkem Mafle durch die Scherfestigkeit des Un-
tergrundes bestimmt ist, und die elastischen Eigenschaften des Korngeriistes nicht durch
den Sattigungsgrad des Porenraumes beeinfluit werden. In Abbildung 5.10 sind die Para-
meterverteilungen dargestellt, die den Modellierungen in Abbildung 5.9 zugrundeliegen.
Durch gestrichelte Linien sind jeweils die Parameterverteilungen gekennzeichnet, aus de-
nen der zu invertierende Datensatz berechnet wurde. In der Abbildung 5.10 oben sind die
fiir das Grenzflichenkonzept charakteristischen Spriinge in der Parameterverteilung zu er-
kennen. Die durch das Bodenmodell gegebene wahre funktionale Abhéngigkeit, vor allem
fiir den spezifischen Widerstand des Untergrundes, kann nur grob approximiert werden.
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Abbildung 5.9: Die Sondierungskurven (oben), die reduzierten Laufzeitkurven (Mitte) und die
Dispersionskurven (unten), berechnet ohne (links) und mit (rechts) Beriick-
sichtigung des Séttigungsgradienten. Die Kreuze bezeichnen die Daten, die
Linien das Inversionsergebnis.
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Abbildung 5.10: Verteilung der Parameter als Funktion der Tiefe. Die gestrichelte
Linie zeigt das wahre Untergrundmodell, die durchgezogene Linie

die Parameterverteilung des Inversionsergebnisses. Links :

Durch

die wellenférmige Linie dargestellt ist die scheinbare Grundwassero-
berfliche. Oben : Das Ergebnis ohne Beriicksichtigung des Sétti-
gungsgradienten. Unten : Das Ergebnis mit Beriicksichtigung des

Sattigungsgradienten.
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Abbildung 5.11: Entwicklung der relativen Fehler wihrend der Iteration. Links:
Inversion nach dem Grenzflichenkonzept, rechts: Inversion unter
Beriicksichtigung des Séttigungsgradienten. Dargestellt sind L, (ge-
strichelt), £, (durchgezogen) und £, (gepunktet).

Der Fortschritt eines iterativen Inversionsalgorithmus wird durch die Verringerung der
Fehlerfunktion £ durch die Modellvektorfolge m beschrieben. Die Werte der einzelnen
Fehlerfunktionen im Verlauf der Iteration sind in Abbildung 5.11 dargestellt. Wie schon
in den Ausfiihrungen in Kapitel 4 zu sehen war, ist die Konvergenzrate zu Beginn der
Iteration besonders hoch. Schon nach vier bis fiinf Iterationen ist fiir die Fehlerfunktion
L, der Refraktionsseismik keine merkliche Verbesserung mehr zu erkennen, wihrend die
Fehlerfunktion der Geoelektrik £, eine stetige spiirbare Verbesserung erfihrt.

In Abbildung 5.11 rechts ist die 10. Iteration durch das Zeichen des Projektionsoperators
Py markiert. Wie in Abschnitt 4.8 beschrieben, wird ab dieser Iteration eine Einzelinver-
sion der Geoelektrik durchgefiihrt, wobei die Projektion auf den Nullraum der Seismik
verwendet wird, um das Ergebnis der seismischen Methoden nicht zu beeinfluflen. Dadurch
kann der Anpassungsfehler an die geoelektrische Sondierungskurve nochmals betrachtlich
verringert werden, in diesem Fall ca. um den Faktor 2.



5.5. INVERSION EINES FELDDATENSATZES 89

5.5 Inversion eines Felddatensatzes

Abschlieflend sollen die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren an einem Feldfall demon-
striert werden. Das Erkundungsgebiet liegt in der Nihe des ungarischen Dorfes Korldt im
Bezirk Borsod. Die Struktur des zu erkundenden Untergrunds besteht im wesentlichen aus
drei Komplexen. Das Grundgestein besteht aus massigem vulkanischen Gestein, genauer
Andesit, der weiter im Norden des Mefigebietes ansteht. Dariiber befinden sich ein leicht
verwitterter, lockerer Andesit—Tuff und zu oberst tertiire Sedimente, die ein im Siiden
des Mefigebietes flieBender Bach abgelagert hat. Abbildung 5.12 zeigt die angenommene
geometrische Struktur des Untergrundes nach Auswertungen mittels konventioneller Ver-
fahren durch Gyulai & Ormos (1999) und Gyulai et al. (2000), sowie aus Bohrlochdaten
in der ndheren Umgebung. Neben einer 2D refraktionsseismischen Messung entlang der
Profillinie ,I“ wurden entlang der drei Querprofile ,,C1“, ,C2“ und ,,C3“, also parallel
zur angenommenen Streichrichtung, refraktionsseismische Messungen und Schlumberger—
Sondierungen durchgefiihrt.

Abbildung 5.12: Schemazeichnung: Geologie des Mefigebietes. Die Schichtméchtig-
keiten sind 2-fach iiberh6ht gezeichnet. Die Seismik-Profile sind
durch Linien, die Sondierungspunkte der Geoelektrik durch Punk-
te gekennzeichnet.
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Abbildung 5.13: Die seismischen Sektionen entlang des Querprofils C3 fiir die Schuf}-
punkte -23 m (oben) und 25 m (unten).
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Fiir die Seismik wurden 24 Geophone im Abstand von 2 m ausgelegt. Die Registrierung der
Seismogramme erfolgte durch die vom E6tvos Lorand Geophysical Institute hergestellte
Aparatur ESS 03-24 mit einer Abtastfrequenz von 2 kHz fiir eine Dauer von 1 Sekunde.
Als Quelle diente ein Hammerschlag. Die Schlumberger—-Sondierungen wurden mit Hilfe
eines ABEM Terrameters SAS-300C durchgefiihrt, wobei dem Untergrund ein Strom von
50 mA bei 1 Hz aufgeprigt wurde. Jeder Meflwert repréisentiert dabei den Mittelwert
von 4 Messungen des Widerstandes an einem Ort. Bedingt durch die Bebauung war die
Auslagenlénge auf 80 m beschrinkt.

0

|

N
o
T

-20 -10 0 10 20
x [m]
Abbildung 5.14: Die ersten 75 ms der seismischen Sektionen aus Abbildung 5.13 mit
den Ersteinsidtzen und deren Koda; darin eingezeichnet die Erstein-
satzzeiten fiir die Schupunkte -23 m (oben) und 25 m (unten).
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Zieht man die durch die relativ kurzen Auslagenléingen erreichbare geringe Erkundungs-
tiefe in Betracht, so sind die Voraussetzungen fiir eine eindimensionale Betrachtung fiir
das Querprofil ,,C3“ hinreichend erfiillt. Das Material der obersten Schicht, die fluvialen
Sedimente, sowie der an einem benachbarten Baggersee erkennbare Grundwasserspiegel
in ca. 3-4 Metern Tiefe, lassen die geologische Situation im Mefigebiet ideal erscheinen,
da sie den in dieser Arbeit gemachten Annahmen entspricht. In der Abbildung 5.13 sind
die seismischen Sektionen fiir die Schulpunkte an den Enden des Profils gezeigt. Abbil-
dung 5.14 zeigt die ersten 75 ms der zwei Sektionen noch einmal im Detail zusammen mit
den manuell angerissenen Ersteinsatzzeiten. Vergleicht man beide Abbildungen, so fallen
die betrichtlichen Laufzeitunterschiede zwischen den P-Wellenphasen und den S— bzw.
Oberflichenwellen bei einer vergleichsweise kurzen Geophonauslage von 48 m auf. Dies
148t zunéichst auf ein hohes vp/vs—Verhiltnis schlieBen. Zusammen mit den Ergebnis-
sen aus Abschnitt 2.2.5 kann daraus weiterhin geschlossen werden, daf ein hoch pordoser,
unverfestigter und wassergesittigter Untergrund vorliegt. Dies sind Eigenschaften, die
in Einklang mit den allgemeinen Modellvorstellungen von einem fluvialen Sediment ste-
hen. Detailliertere Aussagen iiber die Scherwellengeschwindigkeiten kénnen mit Hilfe der
Rayleigh—Wellen gemacht werden. Zur Schitzung der Dispersionseigenschaften wurden
jeweils die Seismogramme des am weitesten von der Quelle entfernten Geophons einer
Sektion genutzt.

Parameter Einheit Schichtnummer Fehler
1 1b 2 3 4 L [%]

Inversion der Laufzeitkurven mit 4 Schichten

vp [m/s] 200 880 1925 2250 2,2

h [m] 2,00 3,80 5,10 00

Inversion der Sondierungskurve mit 5 Schichten

p [ m] 28 10 24 6,3 21 2,7

h [m] 1,00 1,40 6,20 7,20 00

Inversionsergebnis der Sondierungskurve nach Gyulai & Ormos (1999)

P [Qm] 30,4 16,9 11,8 41,1 4,1

h [m] 0,6 14,3 29,7 00

Tabelle 5.2: Ergebnisse der Einzelinversionen unter Verwendung des Grenz-
flichenkonzeptes.

Die Laufzeitkurven und die Schlumberger—Sondierung wurden zunéchst einzeln invertiert.
Die Ergebnisse dieser Einzelinversionen und das der Literatur entnommene Inversionser-
gebnis der Geoelektrik sind in der Tabelle 5.2 zusammengefafit. Dabei ist anzumerken, dafl
fiir beide Methoden eine unterschiedliche Schichtanzahl angenommen wurde. Wéhrend fiir
die Inversion der Laufzeitkurven 4 Schichten ausreichend sind, wurde eine weitere Schicht,
in Tabelle 5.2 mit 1b gekennzeichnet, fiir die Inversion der geoelektrischen Messung ein-
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gefiihrt, da der Verlauf der Sondierungskurve augenscheinlich einen 5 Schichten—Fall ver-
muten 1d8t. Gyulai & Ormos (1999) fiihrten die Inversion der Sondierungskurve dagegen
mit 4 Schichten durch. Dieses Ergebnis ist zum Vergleich ebenfalls in der Tabelle 5.2
aufgefiihrt. Betrachtet man die durch die Inversion ermittelten Schichtméchtigkeiten, so
lassen sich zunichst keine gemeinsamen Schichtgrenzen identifizieren, obwohl die durch
die Inversion erhaltenen Méchtigkeiten fiir beide Methoden korrelieren. Als besonders
storend erweist sich die zusitzliche Schicht 1b, die zur Inversion der Sondierungskurve
eingefiihrt wurde. Eine Reduzierung der Schichtenanzahl fiir die Geoelektrik auf eben-
falls 4 Schichten fiihrt dagegen zu keinem mit der Refraktionsseismik zu vereinbarenden
Ergebnis.

Anhand der Erkenntnisse, die aus den in diesem Kapitel durchgefiihrten Modellrechnun-
gen gewonnen wurden, und der in den seismischen Sektionen erkennbar niedrigen Scher-
wellengeschwindigkeit kann man vermuten, daf die oberste Schicht des Untergrundes aus
einem lockeren, pordsen Material besteht. Eine Grundwasseroberfliche innerhalb dieser
Schicht erscheint als eine einzige wohldefinierte Grenzfliche in der Refraktionsseismik. Der
Sattigungsgradient oberhalb der Grundwasseroberfliche verhindert dagegen die konven-
tionelle Joint Inversion der Seismik zusammen mit der Geoelektrik. Erst mit Hilfe des in
dieser Arbeit entwickelten Bodenmodells wird eine Inversion beider Verfahren durch ein
Modell ermoglicht. Dabei werden als geologisches Modell 3 Schichten iiber einem Halb-
raum angenommen. Da die Geoelektrik in diesem Fall eine hohere Eindringtiefe als die
Seismik besitzt, zeichnet sich der Halbraum gegeniiber der 3. Schicht durch einen héheren
spez. elektrischen Widerstand aus, wihrend die restlichen Parameter den entsprechenden
Parametern der 3. Schicht gleichgesetzt werden. Die Modellparameter des Losungsmodells
sind in Tabelle 5.3 aufgelistet.

Parameter Einheit Schichtnummer

1 2 3 4
Tk,50 (1 m] 15,8 (0,99) 16 (0,13) 16 (0,13) 16
Sk 1,0 (0,46) 0,9 (0,09) 0,9 (0,09) 0,9
0s [kg/m3] 2500 (0,80) 2500 (0,04) 2650 (0,03) 2650
K, [GPal 0,85 (1,00) 8,0 (0,82) 350 (0,07) 35,0
L, 0,18 (0,93) 0,24 (0,01) 0,24 (0,04) 0,24
10) 0,38 (1,00) 0,28 (0,38) 0,30 (0,32) 0,30
P [Q m] 1,95 (0,39) 1,95 (0,41) 0,5 (0,92) 2
h [m] 5,30 (1,00) 5,30 (0,46) 10,0 (0,17) 00
A [m] 1,55 (0,97)

Tabelle 5.3: Die Modellparameter der Inversionslosung und in Klammern die da-
zugehorigen Werte der Effective Independence Distribution (EID).
Kursiv gesetzte Werte sind keine unabhéngigen Variablen.
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Abbildung 5.15: Anpassung der gemessenen Daten durch das Losungsmodell aus
Tabelle 5.3. a) Gemessene und angepafite Laufzeitkurven. b) Ge-
messene und angepafite Sondierungskurve. Die gemessenen Werte
sind jeweils durch Kreuze +, die angepafiten Werte durch durch-
gezogene Linien dargestellt. ¢) und d) oben : Anpassung der Ober-
flachenwellen nach dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren fiir
den Schufipunkt -23m bzw. 25m. Das gemessene Seismogramm ist
gepunktet, das angepafite durchgezogen gezeichnet. c¢) und d) un-
ten : Das Differenzsignal zwischen angepafitem und gemessenem
Seismogramm.
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Fiir die erhaltenen Parameter des Losungsmodells kénnen die Fehler, im Sinne von Fehler-
balken bzw. Standardabweichungen, nicht angegeben werden. Dies hat mehrere Ursachen.
Erstens ist die Fehlerfunktion in der Umgebung der Loésung nicht bekannt, so daf} eine
linearisierte Form der Fehlerfunktion betrachtet werden mufl, was dazu fiihrt, daf§ der
Giiltigkeitsbereich der Linearisierung gréfler sein mufl als die ermittelten Fehlerinterval-
le. Diese Voraussetzung ist wegen der Existenz eines Nullraumes nicht gegeben. Zweitens
fiihrt die Existenz eines Nullraumes dazu, dafl die Kovarianzmatrix nicht berechnet werden
kann, da die Inverse (F'" F" )_1 nicht existiert. Drittens konnen aufgrund der Verwendung
eines Gradientenalgorithmus keine Aussagen iiber die Anzahl der lokalen Minima gemacht
werden, noch kann gesichert werden, dafl die gefundene Losung das globale Minimum der
Fehlerfunktion représentiert. Fiir Fehlerfunktionen, die mehrere gleichwertige Losungen
besitzen, sind Standardabweichungen, sofern sie denn berechenbar sind, ohne Bedeutung
(Tarantola (1987)).

Um dennoch die Zuverléssigkeit der Bestimmung einzelner Modellparameter zu quan-
tifizieren, wird die in Abschnitt 4.7.3 eingefiihrte Effective Independence Distribution
(EID) verwendet. In Tabelle 5.3 sind die den Parametern zugehérigen Werte der EID
in Klammern angegeben. Ein EID-Wert von 1 bedeutet die vollstindige Auflésung des
betreffenden Parameters durch mindestens ein geophysikalisches Verfahren. Kleine Werte
der EID bedeuten eine geringe Sensitivitéit der Fehlerfunktion gegeniiber dem zugehérigen
Parameter bzw. eine durch das Bodenmodell beschriebene Korrelation mit anderen Para-
metern. Ist ein Parameter vollig unbestimmt, so ist der zugehorige EID-Wert gleich 0. Da
die Bildung der Ableitung F’' am Punkt der Lésung numerisch gebildet wird, ist bei der
Interpretation der EID-Werte die in Gleichung (4.3) verwendete Variation des Modell-
parameters zu beriicksichtigen, welche in diesem Fall 2 % des Modellparameters betrigt.
Die Aussagen iiber Auflésbarkeit bzw. Nichtauflosbarkeit beziehen sich daher immer auf
diese zweiprozentige Variation des Parameters.

In Abbildung 5.15 sind die gemessenen Daten im Vergleich zu den synthetisierten Daten,
die mit Hilfe der in Tabelle 5.3 zusammengestellten Parameter des Inversionsergebnisses
berechnet wurden, dargestellt. Die relativen Fehler £ der angepafiten zu den gemessenen
Daten der jeweiligen Methoden sind in Tabelle 5.4 aufgefiihrt.

Es ist erkennbar, daf} die relativen Fehler fiir alle eingesetzten Verfahren gleichermaflen
niedrig sind, so daf§ das gefundene Modell eine Losung darstellt, die fiir alle eingesetzten
geophysikalischen Methoden konsistent ist.

Die durch die Parameter des Bodenmodells bestimmte Verteilung der physikalischen Pa-
rameter in Abhéngigkeit von der Tiefe ist in Abbildung 5.16 dargestellt. Dabei wird
nur der Tiefenbereich abgebildet, der durch alle drei angewendeten Methoden aufgel6st
werden kann. Die zur korrekten Anpassung der geoelektrischen Sondierung benétigte 4.
Schicht in Tabelle 5.3 ist dagegen nicht gezeigt. Dort erkennt man, dafl der Sattigungsgra-
dient innerhalb der obersten 1,5 m des Untergrundes eine kontinuierliche Beschreibung
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Methode Abbildung £ [%]
Refraktionsseismik 5.15a 3,8
Geoelektrik 5.15b 3,2
Oberflichenwellen (Schufipunkt: -23m) 5.15¢ 10,6

(Schufipunkt: 25m) 5.15d 6,8

Tabelle 5.4: Relative Fehler der Anpassungen der einzelnen Verfahren. Die zu-
gehorigen gemessenen und angepafiten Daten sind in der angegebe-
nen Abbildung dargestellt.

des spezifischen elektrischen Widerstandes nétig macht. Dagegen lieflen sich alle tieferen
Strukturelemente auch auf konventionelle Weise durch die Annahme homogener Schichten
beschreiben, da der Untergrund dort wassergeséttigt ist. Die geologische Interpretation des
Inversionsergebnisses findet sich in Abbildung 5.16rechts. Oberhalb des Andesit—Tuffes,
der weiter im Norden des Mefigebietes ansteht, befinden sich zwei Schichten, wovon die
obere als ein unverfestigtes und die untere als ein konsolidiertes Sediment interpretiert
wird. Die scheinbare Grundwasseroberfliche wurde in einer Tiefe von ca. 1,3 m lokali-

siert.

h [m]

.15 L

S, v, [km/s]

Vg [km/s]
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Andesit Tuff konsolidierte

Abbildung 5.16: Verteilung der einzelnen physikalischen Parameter als Funktion der

Tiefe. Rechts : Die geologische Interpretation der Messungen.

Sedimente

Sedimente
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Es ist zu betonen, dafl diese Interpretation erst durch die Verwendung des Bodenmodells
ermoglicht wurde. Der Vergleich der Einzelinterpretationen der geophysikalischen Ver-
fahren aus Tabelle 5.2 mit dem Ergebnis in Abbildung 5.16 fiihrt zu einem tendenziell
dhnlichen, allerdings nicht konsistenten, Ergebnis. Wie in Abschnitt 5.2 und 5.3 gezeigt
wurde, fiihrt ein Séttigungsgradient in geringer Tiefe zu erheblichen Abweichungen in der
Inversion geoelektrischer Sondierungskurven bei Verwendung des Grenzflichenkonzeptes.
Diese Auswirkungen koénnen an diesem Feldfall beobachtet werden. Erst die Verwendung
der in dieser Arbeit neu entwickelten Verfahren fiihrt zu einem fiir alle geophysikalischen
Methoden konsistenten Ergebnis.
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Kapitel 6

Resumé

6.1 Zusammenfassung

Die Erkundung der Geometrie und der physikalischen Parameter des flachen Untergrun-
des hat grofle Bedeutung, sowohl fiir ingenieurgeophysikalische Aufgabenstellungen, wie
z.B. die Baugrunduntersuchung oder das Grundwassermonitoring, als auch zur Berech-
nung statischer Korrekturen im Rahmen von reflexionsseismischen Prospektionen von
Kohlenwasserstoff-Lagerstéitten in grofleren Tiefen. Dabei ist es iiblich, mehrere geophy-
sikalische Methoden zu verwenden, um moglichst umfassende Informationen zu gewin-
nen. Um die gewonnenen Daten zu invertieren, wihlt man in der Regel das Konzept der
Grenzflichen, um die geometrische Parameterverteilung im Untergrund zu beschreiben.
Bei diesem Konzept wird die Annahme gemacht, dafl die physikalischen Parameter sich
an sehr genau lokalisierten Grenzflichen sprunghaft &ndern, wihrend sie zwischen zwei
Grenzflichen konstant bleiben. Wihlt man diesen Ansatz, dann fiihren die Inversionen
der unterschiedlichen geophysikalischen Methoden oft zu untereinander nicht konsisten-
ten Ergebnissen. Das heifit, dafl sowohl die Tiefen und Formen der Grenzflichen als auch
die Grenzflichenanzahl verschieden sein kénnen, so daf eine einheitliche Interpretation
bzw. eine gemeinsame Inversion durch einen Algorithmus nicht méglich ist. Der einfache
Ansatz zur Joint Inversion, dafl die Grenzflichen der unterschiedlichen geophysikalischen
Methoden identisch sind, fiithrt daher nur in wenigen Fillen zu befriedigenden Ergebnissen.
Dies gilt in besonderem Mafle fiir die gemeinsame Inversion von seismischen und geoelek-
trischen Messungen, da die seismischen Geschwindigkeiten und elektrischen Widerstéinde
voneinander vollig unabhingige Groflen darstellen. Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich
mit der Losung eben dieser Grenzflichenproblematik bei der Joint Inversion.

Da allen Ansitzen, diese Grenzflichenproblematik im Rahmen neuer Inversionsalgorith-
men zu losen, die physikalische Motivation fehlt, wihlte ich in dieser Arbeit einen neuen
Ansatz, welcher die Probleme schon auf der Ebene der Modellierung zu beheben vermag.
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Um diesem Anspruch gerecht zu werden, habe ich ein Bodenmodell entwickelt, das sowohl
das elastische als auch das elektrische Verhalten eines Gefiiges beschreibt. Die Grundlage
dieses Modells ist eine detaillierte Modellvorstellung der einzelnen Bestandteile und der
Entstehung eines Sedimentes. Fiir ein poroses, korniges Sediment wurden die Gefiigeei-
genschaften mathematisch beschrieben und daraus die makroskopischen physikalischen
Parameter abgeleitet. Vor allem die Porositdt des Gefiiges spielt bei allen Betrachtungen
eine wichtige Rolle. Daher wurde in dieser Arbeit eine neue, nichtlineare Beziehung zwi-
schen den seismischen Geschwindigkeiten und der Porositéit des Mediums hergeleitet, die
bisher als linear angenommen worden ist. Die Abhéngigkeiten der elastischen und elektri-
schen Parameter von den Gefiigeeigenschaften und der Porenfiillung wurden ausfiihrlich
untersucht. Dabei stellten sich die Eigenschaften des Porenraumes, vor allem die Porositét
und die Fluidsattigung der Poren, als das Bindeglied zwischen Seismik und Geoelektrik
heraus. Die dargestellten theoretischen Beziehungen zwischen den Gefiigeparametern und
den physikalischen Gréflen wurden durch experimentelle Daten untermauert.

Durch die Kenntnis iiber das unterschiedliche Verhalten der physikalischen Parameter,
welche der Seismik und Geoelektrik zugrundeliegen, beziiglich der Gefiigeparameter, be-
steht die Moglichkeit, durch entsprechende Modellierungsverfahren anhand eines geologi-
schen Modelles synthetische Daten fiir die beiden geophysikalischen Methoden zu erzeu-
gen. In dieser Arbeit wurde zunichst der Fall sohlig gelagerter Schichten behandelt, fiir
den die Informationen iiber die Scherwellengeschwindigkeiten des Untergrundes anhand
von Rayleigh-Wellen gewonnen werden kénnen. Wiahrend zur Modellierung der Refrakti-
onsseismik und der Geoelektrik Standardalgorithmen eingesetzt werden konnten, muf3te
zur Berechnung der Dispersionskurven der Rayleigh—Wellen ein zuverldssigerer Algorith-
mus entwickelt werden.

Nach der Losung des Modellierungsproblems wurde die Joint Inversion in geeigneter Weise
formuliert. Dazu wurden die theoretischen Grundlagen der Inversion ausfiihrlich beschrie-
ben, vor allem im Hinblick auf die dort gestellten Bedingungen an das zu invertierende
Problem und die Konvergenzrate. Im Anschlufi daran wurden die Moglichkeiten der Ver-
wendung der Singular Value Decomposition (SVD) und der durch die SVD bestimmten
Unterrdume und Projektionsoperatoren fiir die Inversion dargestellt. Der beschriebene
Joint Inversionsalgorithmus verwendet, soweit moglich, das am schnellsten konvergieren-
de Verfahren. Dazu werden die in den Grundlagen erorterten Bedingungen iiberpriift
und aus drei implementierten Verfahren das giinstigste Verfahren, das den Bedingungen
geniigt, ausgewahlt. Dieser Ansatz zur Joint Inversion, der auf einer Kombination von
Einzelinversionen beruht, wurde von mir verfolgt, um eine gute Anpassung der Daten
aller eingesetzten Methoden zu erreichen. Die einzelnen Methoden werden innerhalb des
Joint Inversion Algorithmus mit Hilfe von Projektionsoperatoren zusammengefiihrt.

Neben der Beschreibung des generellen Joint Inversion Algorithmus findet sich in dieser
Arbeit ein neuer Ansatz zur Inversion von Oberflichenwellen, der innerhalb des generellen
Inversionsalgorithmus verwendet werden kann. Dabei handelt es sich um eine Methode zur
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Einbeziehung héherer Moden von Rayleigh—Wellen ohne vorherige Modentrennung und
ohne interaktive Zuordnung von Signalanteilen zu bestimmten Moden. Die Vorteile dieser
Methode wurden ausfiihrlich erldutert und die Funktionalitdt an einem synthetischen
Datensatz gezeigt.

Mit den grofitenteils neu entwickelten Methoden wurden zunichst Modellrechnungen
durchgefiihrt, um das Verhalten des Bodenmodells gegeniiber dem konventionellen Grenz-
flichenkonzept zu untersuchen. Dadurch konnten die Bedingungen formuliert werden, un-
ter denen die konventionelle Betrachtungsweise, verglichen mit dem formulierten Boden-
modell, eine dquivalente Beschreibung liefert. Ferner konnten die systematischen Abwei-
chungen einer Inversion unter Verwendung des Grenzflichenkonzeptes bei Vorliegen eines
durch eine Grundwasseroberfliche verursachten Séttigungsgradienten verdeutlicht wer-
den. Die Durchfiihrbarkeit der Inversion mit Hilfe des vorgestellten Bodenmodells wurde
an einem synthetischen Beispiel ausfiihrlich demonstriert. Daraufhin wurde ein bisher
nicht durch eine Joint Inversion interpretierbarer Felddatensatz nach der in dieser Arbeit
vorgestellten Methodik erfolgreich bearbeitet.

6.2 Schluf3folgerungen und Ausblick

Insgesamt zeigt die Fiille der in dieser Abhandlung behandelten Bereiche der Geologie,
Gesteinsphysik, Seismik, Geoelektrik, Hydrologie und Mathematik, wie bedeutend eine in-
terdisziplindre Sichtweise einzelner Probleme ist. Erst die Zusammenfiihrung zahlreicher
Erkenntnisse dieser verschiedenen Forschungsgebiete, sowie deren Anpassung und Ver-
besserung, haben schlieffilich zum eigentlichen Ziel dieser Arbeit, der Losung der Grenz-
flichenproblematik bei der Joint Inversion, gefiihrt. Dennoch bleibt auch fiir die Zukunft
noch erheblicher Forschungsbedarf bestehen, da der in dieser Arbeit aufgezeigte Losungs-
weg noch in vielfdltiger Weise erweiterbar ist. So existieren folgende Ansatzpunkte fiir
weitere Arbeiten:

1. Die Erweiterung der Inversion auf zweidimensionale Problemstellungen. Die dazu
bendtigten Modellierungsalgorithmen sind vorhanden, bendétigen aber eine um 2
Groflenordnungen hohere Rechenzeit pro Modellierung bei gleichzeitigem Anstieg
der freien Parameter. Wihrend die Rechenzeit durch extensiven Gebrauch massiv
parallelisierter Algorithmen auf Rechnercluster mit einer grofien Anzahl Prozessoren
schon heute auf ein realisierbares Maf} gesenkt werden kann, miissen die im Feld
durchgefiihrten Messungen auf diese Problemstellung hin angepafit werden.

2. Das Wissen beziiglich der zweidimensionalen Wasserverteilung im Untergrund ist
in der Regel nicht vorhanden. Um den Einflufl des Porenfluids von den Eigenschaf-
ten der Kornmatrix zu separieren, wurden in dieser Arbeit Oberflichenwellen ge-
nutzt. Im 2D-Fall mit lateral stark variierenden Schichten ist dieser Weg nicht mehr
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praktikabel. Daher ist es erforderlich, durch die Verwendung von 3—-Komponenten—
Geophonen eine Moglichkeit zu schaffen, Informationen aus den Scherwellen zu
gewinnen. Dies verlangt sowohl eine geeignete Instrumentierung als auch ein zu-
verlédssiges Verfahren der Raumwellentrennung.

3. Das Bodenmodell wurde dahingehend entwickelt, dafl alle nétigen Parameter im
Hinblick auf die Seismik und die Gleichstromgeoelektrik berechnet werden kénnen.
Durch eine Erweiterung um vorhandene oder noch zu entwickelnde Modellvorstellun-
gen kann dieses Modell, z.B. durch eine komplexe elektrische Leitfahigkeit, erweitert
werden, um geoelektrische Verfahren wie die induzierte Polarisation zu nutzen.

Trotz dieser Fiille noch zu bearbeitender Punkte zeigt diese Arbeit doch eine klare Per-
spektive fiir die Joint Inversion, wie sie jenseits der heute bestehenden Einschrinkungen
durch die Grenzflichenproblematik durchgefiihrt werden koénnte.
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