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A b s t r a c t. Geostatistical tools are useful and even necessary in many fields, not only in geology. The obstacle to
their widespread use is the seemingly difficult mathematical foundations with which the teaching of the subject usu-
ally begins. Many years of experience and observations allow me to claim that even if geostatistical methods are
used, they are often incomplete and imperfect. In a series of three articles, I tried to familiarize potential
non-mathematicians with the most important methods and tools from the arsenal of spatial statistics and how to use
them properly. I indicated the areas where these methods can be used, explained whether they can always be used,
showed what decisions should be made during calculations and how the results obtained should be interpreted. It is
not a compendium, but rather a pocket guide facilitating the reader's first contact with geostatistics.

After publishing my triptych under the common title "Geostatistics for non-mathematicians", I decided to add a supplement in which

I will discuss several important issues. These include the condition of stationarity, the problem of the presence of a trend in the vari-

ability of the analysed phenomenon, and the situation where there are observations that differ significantly from the others, called

outliers.
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Od omówienia warunku stacjonarnoœci rozpoczyna siê
ka¿dy klasyczny kurs geostatystyki. Swój cykl artyku³ów
okreœli³em jako praktyczny przewodnik, wiêc pozwoli³em
sobie na du¿¹ dowolnoœæ w doborze zagadnieñ. Po³o¿y³em
nacisk na te s³u¿¹ce praktycznemu zastosowaniu narzêdzi
geostatystycznych. Skupiaj¹c siê na zagadnieniach prak-
tycznych, zagadnienia teoretyczne porusza³em tylko w
takim zakresie, w jakim to by³o konieczne dla zrozumienia
tych pierwszych. Aby jednak byæ uczciwym wobec Czytel-
nika, nie mogê pomin¹æ kluczowego z punktu widzenia
teorii geostatystyki za³o¿enia stacjonarnoœci. Dla u³atwie-
nia pojêcie stacjonarnoœæ zast¹pi³bym mianem homoge-
nicznoœci. Zjawisko, które modelujemy z wykorzystaniem
narzêdzi geostatystycznych, powinno byæ w ca³ym mode-
lowanym obszarze homogeniczne pod wzglêdem zmien-
noœci.

CZY I JAK SPRAWDZIÆ,
CZY MODELOWANE WIELKOŒCI
WYKAZUJ¥ STACJONARNOŒÆ?

Wracaj¹c do nomenklatury geologicznej, zamiast o zmien-
noœci zjawiska przestrzennego czêœciej bêdê mówi³ o zmien-
noœci wybranego parametru z³o¿owego, np. mi¹¿szoœci
pok³adu, zawartoœci sk³adnika u¿ytecznego, wartoœci opa-
³owej itp. Parametr w obszarze z³o¿a jest zmienny. Jego
zmiennoœæ w modelowanym z³o¿u powinna byæ wszêdzie
podobna, czyli niezale¿nie od miejsca w z³o¿u ró¿nice
pomiêdzy parami obserwacji w takich samych odleg-
³oœciach pomiêdzy obserwacjami powinny byæ statystycz-
nie podobne. W procesie modelowania wykorzystujemy
model wariogramu obliczony na podstawie wszystkich
obserwacji, które póŸniej bêd¹ wykorzystane w procesie
modelowania. Model wariogramu pokazuje, jak staty-
stycznie ró¿ni¹ siê (ró¿nice kwadratowe) obserwacje w
parach odleg³ych od siebie o pewn¹ odleg³oœæ h (Nawory-

ta, 2024b). Wariogram pokazuje zale¿noœæ statystyczn¹,
czyli œredni¹. Stosuj¹c model wariogramu w procesie
modelowania parametru z³o¿a zak³adamy, ¿e zale¿noœæ
widoczna w kszta³cie wariogramu dotyczy ca³ego z³o¿a –
zarówno obserwacji, na podstawie których ta zale¿noœæ
zosta³a obliczona (zidentyfikowana), jak i ca³ej przestrzeni
pomiêdzy tymi obserwacjami, np. w wêz³ach siatki inter-
polacyjnej.

Gdyby warunek stacjonarnoœci nie by³ spe³niony, albo
by³ spe³niony tylko w pewnej czêœci z³o¿a, a gdzie indziej
nie, to stosowanie modelu wariogramu w procesie krigingu
do modelowania zmiennoœci parametru z³o¿owego w ca³ej
przestrzeni z³o¿a by³oby nieuprawnione. Mówi¹c kolo-
kwialnie – zale¿noœæ zobrazowana wariogramem powinna
byæ wa¿na albo obowi¹zuj¹ca w ca³ej przestrzeni modelo-
wanego zjawiska. Tyle teoria, a jak wygl¹da rzeczywistoœæ
i jak to sprawdziæ w praktyce?

Najczêœciej modelowane zjawisko, np. parametr
z³o¿owy, nie podporz¹dkowuje siê œciœle teoretycznej
zasadzie stacjonarnoœci. Z³o¿a powstaj¹ w ró¿nych oko-
licznoœciach, w ich zmiennoœci wystêpuj¹ zaburzenia, np.
w formie uskoków albo w skutek sfa³dowañ, niektóre
powstaj¹ w rowach tektonicznych, wiêc w obszarach brze-
gowych ich parametry wykazuj¹ zmiennoœæ odmienn¹ w
stosunku do parametrów w czêœci wewnêtrznej z³o¿a.
Móg³bym wiêc zaryzykowaæ stwierdzenie, ¿e zasada sta-
cjonarnoœci jako zasada teoretyczna w praktyce ma ograni-
czone zastosowanie. Uwa¿am, ¿e nestorzy geostatystyki
musieli wprowadziæ to za³o¿enie, aby da³o siê wyprowa-
dziæ dalsze zale¿noœci i stworzyæ narzêdzia, takie jak
wariogram czy kriging. Jednak to, co napisa³em, nie upo-
wa¿nia nas do ignorowania tego za³o¿enia. Jak wiêc
dowiedzieæ siê, czy analizowane zjawisko jest stacjonarne
czy nie. Czy musimy to robiæ? A co, jeœli oka¿e siê, ¿e zja-
wisko nie jest stacjonarne? Czy stosowanie metod geosta-
tystycznych bêdzie wtedy b³êdem?

685

Przegl¹d Geologiczny, vol. 72, nr 12/1, 2024; doi: http://dx.doi.org/10.7306/2024.52

1 Wydzia³ In¿ynierii L¹dowej i Gospodarki Zasobami, Akademia Górniczo-Hutnicza im. St. Staszica, al. Adama Mickiewicza 30;
30–059 Kraków; naworyta@agh.edu.pl; ORCID ID: 0000-0003-4569-3907



Teoretycznie nale¿a³oby losowo wybraæ kilka podob-
szarów w rejonie z³o¿a i dla ka¿dego z tych podobszarów
obliczyæ osobny wariogram. Je¿eli zmiennoœæ zjawiska
wykazuje stacjonarnoœæ, to wszystkie wariogramy dla
wybranych podobszarów powinny byæ do siebie podobne.
W praktyce jednak dysponujemy ograniczon¹ liczb¹ obser-
wacji, czêsto jest ich za ma³o, aby spoœród nich wybraæ
jeszcze podzbiory w okreœlonych podobszarach z³o¿a i na
ich podstawie obliczyæ osobne wariogramy. Aby obliczyæ
wariogram, powinniœmy mieæ do dyspozycji co najmniej
kilkadziesi¹t obserwacji. Wed³ug mnie 20 obserwacji to w
analizach geostatystycznych absolutne minimum. Warto-
œci na wariogramie empirycznym to wielkoœci statystycz-
ne, œrednie, aby by³y statystycznie istotne, powinny byæ
obliczone na podstawie wielu par obserwacji – im wiêcej
tym lepiej. Trudno jest udowodniæ stacjonarnoœæ zjawiska
przestrzennego, obliczaj¹c wariogramy w podobszarach na
podstawie niewielkich podzbiorów obserwacji.

Jak zatem dowiedzieæ siê, czy zmiennoœæ intere-
suj¹cego nas zjawiska wykazuje stacjonarnoœæ czy nie?
Najlepiej wykonaæ interpolacjê, wykorzystuj¹c do tego
jedn¹ z metod niegeostatystycznych, np. odwrotnoœæ
odleg³oœci do potêgi (inverse distance to a power) albo
minimum krzywizny (minimum curvature) i oceniæ wizu-
alnie, czy zmiennoœæ zjawiska w ca³ym obszarze ma
podobny przebieg, czy te¿ mo¿e wystêpuj¹ jakieœ wyraŸnie
widoczne odchylenia, które upowa¿nia³yby do twierdze-
nia, ¿e wariogram nie bêdzie dobrze reprezentowa³ zmien-
noœci zjawiska w ca³ym obszarze. Wymienione metody
interpolacyjne nie wymagaj¹ od operatora du¿ego nak³adu
pracy. Tak¹ wstêpn¹ analizê okreœla siê mianem szybka
interpolacja (quick interpolation). Jest to proces, w którym

nie chodzi o dok³adnoœæ modelu, tylko o mo¿liwoœæ szyb-
kiego wgl¹du w jego podstawowe cechy.

Dla zilustrowania zjawiska braku stacjonarnoœci przed-
stawi³em model jednego ze z³ó¿ wêgla brunatnego (ryc. 1).
Dwie powierzchnie na modelu trójwymiarowym obrazuj¹
strop i sp¹g pok³adu. Ju¿ na pierwszy rzut oka widaæ, ¿e
pod wzglêdem budowy sk³ada siê ono z dwóch wyraŸnie
ró¿ni¹cych siê czêœci. Czêœæ wschodnia (E) to pok³ad o pro-
stej budowie, niewielkiej zmiennoœci mi¹¿szoœci – od 2,4
do 18,6 m, ze œredni¹ m = 9,62 m i odchyleniem standardo-
wym s = 5,3 m. Natomiast w czêœci zachodniej (W) z³o¿e
ma zupe³nie inny kszta³t. Mi¹¿szoœæ pok³adu dochodzi tu
do 106,7 m, ze œredni¹ m = 28,3 m i odchyleniem standar-
dowym s = 25,82 m. W tabeli 1 zestawi³em podstawowe
cechy statystyczne dwóch czêœci analizowanego z³o¿a
(Naworyta, Zaj¹czkowski, 2018). Je¿eli policzy siê wario-
gram na podstawie obserwacji z ca³ego z³o¿a, to nie bêdzie
on dobrze reprezentowa³ ani czêœci wschodniej (E), gdzie
zmiennoœæ jest niewielka, ani czêœci zachodniej (W), gdzie
rozpiêtoœæ wartoœci zarówno w stropie, jak i sp¹gu jest
znacz¹co wiêksza. Stosuj¹c metody geostatystyczne, nale-
¿a³oby podzieliæ z³o¿e na dwie czêœci i ka¿d¹ z nich mode-
lowaæ osobno.

O ile ocena stacjonarnoœci w zmiennoœci parametrów
strukturalnych z³o¿a przedstawionego na ryc. 1 jest doœæ
oczywista, to jednak nie zawsze jest tak ³atwo i granica
pomiêdzy stacjonarnoœci¹ a jej brakiem jest doœæ p³ynna.
Trudno wyznaczyæ uniwersalne kryteria, dla których nale-
¿a³oby przyj¹æ, ¿e parametr z³o¿owy nie wykazuje stacjonar-
noœci i trzeba odst¹piæ od stosowania metod geostatystycznych.
Najlepiej chyba w takich przypadkach polegaæ na wyczu-
ciu i doœwiadczeniu, których nabiera siê z czasem.
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Tab. 1. Podstawowe cechy strukturalne z³o¿a przedstawionego na ryc. 1
Table 1. Basic structural features of the deposit shown in Fig. 1

Cecha
Feature

Wschodnia czêœæ z³o¿a – E
East part of the deposit – E

Zachodnia czêœæ z³o¿a – W
West part of the deposit – W

Rzêdne sp¹gu / Elevations of the base od –130,7 do 58,8 m n.p.m. od –3,3 do 86,2 m n.p.m.

Rzêdne stropu / Elevations of the top od –90,9 do 72,5 m n.p.m. od 0,0 do 88,8 m n.p.m.

Mi¹¿szoœæ pok³adu / Thickness of the seam od 1,0 do 106,7 m od 2,4 do 18,6 m n.p.m.

Œrednia mi¹¿szoœæ pok³adu / Average seam thickness 28,3 m 9,62 m

Odchylenie standardowe mi¹¿szoœci pok³adu / Standard deviation of the seam thickness 25,82 m 5,3 m

�

Ryc. 1. Model strukturalny z³o¿a o
skomplikowanej budowie ilu-
struj¹cy brak stacjonarnoœci w
zmiennoœci rzêdnych stropu i sp¹gu
Fig. 1. Structural model of a deposit
with a complex structure, illustrating
the lack of stationarity in the variabi-
lity of the elevations of the top and
base



WYSTÊPOWANIE TRENDU
W ZMIENNOŒCI MODELOWANEGO ZJAWISKA

I JEGO WP£YW NA PROCES MODELOWANIA

Na ryc. 2 przedstawi³em model powierzchni stropu jed-
nego ze z³ó¿ wêgla brunatnego. Strop w czêœci po³udnio-
wo-zachodniej osi¹ga rzêdne miêdzy 10 a 15 m n.p.m.,
podczas gdy w czêœci pó³nocno-wschodniej dochodzi do
–45 m n.p.m. W najbardziej odleg³ych punktach obserwa-
cji ró¿nica wartoœci rzêdnych osi¹ga 60 m. Pok³ad wyraŸ-
nie zapada w kierunku pó³nocno-wschodnim. Wariogram
obliczony na podstawie rzêdnych zmierzonych w otworach
przedstawi³em na ryc. 3. Wykres zachowuje siê dziwnie,
zupe³nie nie tak, jakbyœmy mogli oczekiwaæ. Zamiast stop-
niowo zbli¿aæ siê do wartoœci wariancji, wraz z rosn¹c¹
odleg³oœci¹ h linia wykresu wznosi siê coraz bardziej stro-
mo, niemal wyk³adniczo. Nawet gdyby da³o siê dopasowaæ
model do wariogramu empirycznego, to na jego podstawie
nie da siê wyznaczyæ zasiêgu autokorelacji. Czy¿by ten
zasiêg by³ nieokreœlony? Oczywiœcie nie. Autokorelacja

zwykle maleje wraz z odleg³oœci¹ i w pewnej odleg³oœci
granicznej ca³kiem zanika, o czym szerzej pisa³em w
pierwszym artykule cyklu (Naworyta, 2024a). W kszta³cie
wykresu (ryc. 3) wyraŸnie odznacza siê obecnoœæ tzw. tren-
du. Regularne zapadanie pok³adu w kierunku SW-NE spra-
wia, ¿e wraz z odleg³oœci¹ miêdzy parami obserwacji
stopniowo roœnie ró¿nica miêdzy rzêdnymi, wraz z rosn¹c¹
odleg³oœci¹ ró¿nice s¹ coraz wiêksze. Na wariogramie uwi-
dacznia siê ten wzrost. Czy wobec tego, ¿e nie sposób okre-
œliæ zasiêgu autokorelacji, nie da siê modelowaæ zjawiska
metod¹ krigingu? Owszem, nie da siê, ale czy w zwi¹zku z
tym taki wariogram jest nieprzydatny do dalszych analiz?
Nie, ten wariogram w takim w³aœnie kszta³cie jest bardzo
przydatny. On nam wskazuje, ¿e w zmiennoœci badanego
zjawiska wystêpuje trend. To jest bardzo wa¿na i przydatna
informacja.

Aby móc przeprowadziæ interpolacjê metod¹ krigingu,
nale¿y uprzednio wykonaæ procedurê „odciêcia trendu” od
wartoœci obserwacji. Nale¿y dopasowaæ p³aszczyznê, która
najlepiej bêdzie aproksymowaæ wszystkie wartoœci zbioru.
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Ryc. 2. Model stropu pok³adu z³o¿a wêgla brunatnego z widocznym wp³ywem trendu. Model wykonano metod¹ kri-
gingu z wykorzystaniem funkcji odciêcia trendu
Fig. 2. Model of the top of a lignite deposit with the visible influence of the trend. The model was made by the kriging
method using the detrend function



W naszym konkretnym przypadku w przestrzeni ta p³asz-
czyzna bêdzie pochylona w kierunku pó³nocno-wschod-
nim. Na szczêœcie nie musimy tego robiæ „na piechotê”.
Pakiety geostatystyczne oferuj¹ automatyczn¹ procedurê
powstrzymania trendu (detrend) albo usuwania trendu
(trend removal). Wystarczy klikn¹æ w odpowiednim miej-
scu. Aby to zrobiæ, trzeba jednak byæ œwiadomym takiej
koniecznoœci, czyli nale¿y wykorzystaæ informacjê
p³yn¹c¹ z kszta³tu wariogramu (ryc. 3). Chcia³bym ponow-
nie podkreœliæ, jak wielostronnym narzêdziem analitycz-
nym jest wariogram. S³u¿y do identyfikacji autokorelacji
w zmiennoœci badanego zjawiska, do okreœlenia jej zasiê-
gu, o ile istnienie autokorelacji zostanie uprzednio stwier-
dzone, do wyznaczenia b³êdu obserwacji za pomoc¹
wielkoœci wariancji lokalnej (nugget effect) oraz do stwier-
dzenia, czy w zmiennoœci obserwacji wystêpuje trend.

Na ryc. 4 przedstawi³em wariogram rzêdnych stropu
pok³adu z ryc. 2, obliczony po odciêciu trendu liniowego w
formie p³aszczyzny dopasowanej do obserwacji. Odciêcie
trendu mo¿na obrazowo przedstawiæ jako „wypoziomowa-
nie”. Na schematycznym przekroju A–A' (ryc. 5) przedsta-
wi³em zjawisko trendu w zmiennoœci stropu z³o¿a przed
i po odciêciu komponentu trendu. Dopiero na bazie tak
„wypoziomowanych” danych oblicza siê wariogram (ryc. 4),
który widocznie ró¿ni siê od pierwotnego (ryc. 3). Przyj-
rzyjmy siê bli¿ej tym dwóm wykresom. Nie tylko ró¿ni¹
siê kszta³tem, ró¿ni¹ siê przede wszystkim wartoœciami.
Wariancja przed odciêciem trendu (ryc. 3) osi¹ga wartoœæ
ok.175 m2 n.p.m. Uwaga, to s¹ rzêdne stropu z³o¿a, wiêc
wystêpuj¹ w m n.p.m, ale poniewa¿ w wariogramie z defi-
nicji ró¿nice wystêpuj¹ w kwadracie, st¹d jednostk¹ na
wariogramie jest m2. Na wariogramie bez trendu (ryc. 4)
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Ryc. 4. Wariogram rzêdnych stropu pok³adu wêgla po zastosowa-
niu funkcji odciêcia trendu
Fig. 4. Variogram of the elevations of the top of a lignite seam
after removing the trend

Ryc. 3. Wariogram rzêdnych stropu pok³adu wêgla przedstawio-
nego na ryc. 2. Nietypowy kszta³t wariogramu wskazuje na obec-
noœæ trendu w zmiennoœci cechy z³o¿a
Fig. 3. Variogram of the elevations of the top of the lignite seam
shown in Fig. 2. The unusual shape of the variogram indicates the
presence of a trend in the variability of the deposit feature

Ryc. 5. Przekrój A–A' przez strop z³o¿a z ryc. 2 przed i po odciêciu trendu. Czarn¹ lini¹ oznaczono strop pok³adu, lini¹
czerwon¹ przerywan¹ przedstawiono liniê trendu
Fig. 5. Cross-section A–A' through the top of the deposit in Fig. 2 before and after the trend removal. The black line
marks the top of the seam, and the red dashed line shows the trend line



wariancja osi¹ga wartoœæ zaledwie 33 m2 n.p.m. Po odciê-
ciu trendu ró¿nice miêdzy poszczególnymi obserwacjami
znacz¹co siê zmniejszy³y. Z wariogramu na ryc. 4 wyraŸ-
nie mo¿na odczytaæ zasiêg autokorelacji AR = 3000 m.
Zostanie to wykorzystane w dalszym kroku w procedurze
interpolacji metod¹ krigingu. Uwa¿nego Czytelnika mo¿e
niepokoiæ fakt, ¿e przecie¿ po odciêciu trendu pierwotne
wartoœci ulegaj¹ zmianie (deformacji), a przecie¿ mode-
luj¹c zjawisko oczekujemy, ¿e bêdzie ono oddane mo¿li-
wie najwierniej. Oprogramowanie geostatystyczne na
szczêœcie uwzglêdnia obecnoœæ trendu w procedurze
modelowania i ten trend jest ponownie dodany do gridu
wynikowego. Wystarczy zaznaczyæ odpowiedni¹ opcjê w
programie. Aby to zrobiæ, trzeba jednak wiedzieæ, ¿e taka
koniecznoœæ zachodzi.

WARTOŒÆ ODSTAJ¥CA (OUTLIER)
W ZBIORZE OBSERWACJI

I JEJ WP£YW NA PROCES MODELOWANIA

Mo¿e siê zdarzyæ, ¿e wœród obserwacji znajdzie siê
jedna albo kilka, które pod wzglêdem wartoœci kompletnie
nie pasuj¹ do reszty. Mo¿na je zidentyfikowaæ na histogra-
mie. Diagram wskazuje na zbiór danych, który ma okreœlo-
ny rozk³ad, ale jedna b¹dŸ kilka obserwacji wyraŸnie
odstaj¹ od skupionej populacji, s¹ jakby poza g³ównym
zbiorem. Gdyby to by³a grupa ludzi, to takiego osobnika
nazwalibyœmy outsiderem. W statystyce u¿ywamy pojêcia
outlier. Po polsku mówi siê o wartoœciach ekstremalnych
albo odstaj¹cych. Identyfikacja obecnoœci wartoœci
odstaj¹cych w zbiorze obserwacji jest mo¿liwa na etapie
wstêpnej analizy danych, o czym pisa³em w trzecim odcin-
ku mojego cyklu publikacji (Naworyta, 2024c). To bardzo
wa¿na czynnoœæ, je¿eli j¹ pominiemy i nie uda nam siê
zidentyfikowaæ wartoœci ekstremalnych, to ich obecnoœæ
mo¿e nam skutecznie skomplikowaæ, a nawet uniemo¿li-
wiæ dalsze etapy analizy geostatystycznej.

Sk¹d bior¹ siê takie wartoœci i jak wp³ywaj¹ na proces
modelowania? Istnienie wartoœci ekstremalnych to czêsto
konsekwencja b³êdu ludzkiego. Za³ó¿my, ¿e analizujemy
zawartoœæ siarki ca³kowitej w wêglu brunatnym. Siarka
zwykle towarzyszy pok³adom wêgla. Je¿eli na etapie prze-
pisywania danych przy wartoœci Si = 2,0% pominiemy
przecinek, to w zbiorze danych pojawi siê wartoœæ Si = 20%.
Ktoœ, kto zna siê na wêglach, od razu stwierdzi, ¿e to b³¹d.
Zawartoœæ siarki na poziomie 20% wskazuje bardziej na
z³o¿e siarki ni¿ na domieszkê tego pierwiastka w osadach
wêglowych. Gdy jednak mechanicznie podejdziemy do
modelowania, to jego wynik, o ile uda nam siê wykonaæ
model, bêdzie co najmniej podejrzany. Muszê podkreœliæ,
¿e ¿aden komputer, nawet najlepszy, nie zast¹pi ludzkiego
doœwiadczenia. W przywo³anym przyk³adzie raczej nie
mo¿e byæ w¹tpliwoœci – geneza tak podejrzanie wysokiej
zawartoœci siarki w wêglu tkwi w ludzkim b³êdzie. Mo¿na
to bez wiêkszego ryzyka poprawiæ, wstawiaj¹c brakuj¹cy
przecinek. Niestety, nie zawsze jest tak ³atwo. Do wartoœci
ekstremalnych nale¿y ka¿dorazowo podchodziæ indywidu-
alnie. Nie ma jednej, uniwersalnej procedury.

Na przyk³adzie spróbujê zilustrowaæ, jak wartoœæ ekstre-
malna potrafi uprzykrzyæ modelowanie metod¹ krigingu.
Na ryc. 6 przedstawi³em mapê rozmieszczenia otworów
rozpoznawczych z oznaczonymi wartoœciami mi¹¿szoœci
z³o¿a wêgla brunatnego. Œrednia mi¹¿szoœæ tego z³o¿a to
mM = 3,96 m, a odchylenie standardowe sM = 2,28 m. W cen-
tralnej czêœci z³o¿a w jednym z otworów zidentyfikowano

wartoœæ M0 = 15 m. Miejsce jej wystêpowania oznaczy³em
czerwonym okrêgiem. Otwór, w którym stwierdzono tak
mi¹¿szy pok³ad, le¿y w bezpoœrednim otoczeniu obserwa-
cji o wartoœciach 3,0; 3,1; 5,2 oraz 5,8 m. Je¿eli nie wyko-
namy wstêpnej analizy statystycznej, najlepiej za pomoc¹
histogramu, to ta wartoœæ mo¿e nam umkn¹æ. Nie jest ona
widoczna na pierwszy rzut oka. Spójrzmy, jak ta odstaj¹ca
wartoœæ wp³ynie na analizê geostatystyczn¹. Wariogram
wykonany na bazie obserwacji przedstawi³em na ryc. 7.
Z jego kszta³tu wynika, ¿e mi¹¿szoœæ pok³adu nie wykazu-
je autokorelacji, jest losowa. Wartoœci wariogramu oscy-
luj¹ wokó³ wariancji oznaczonej lini¹ przerywan¹. Co
wiêcej, wartoœci wariogramu s¹ statystycznie wiarygodne.
Ta najbli¿ej osi pionowej zosta³a obliczona na bazie a¿ 81
par obserwacji. Nie ma powodu, aby pow¹tpiewaæ w jej
statystyczn¹ istotnoœæ. Œwiadomy tego operator powinien
odst¹piæ od dalszych analiz geostatystycznych i poprzestaæ
na analizach statystycznych. Je¿eli w zmiennoœci zjawiska
nie ma autokorelacji, co wynika z kszta³tu wariogramu
(ryc. 7), to znaczy, ¿e nie ma teoretycznych przes³anek
wykonania modelu w postaci mapy izoliniowej. Nale¿a³oby
uznaæ, ¿e mi¹¿szoœæ tego z³o¿a ma cechy losowe. W tym
jednak momencie znowu powinno dojœæ do g³osu doœwiad-
czenie geologa. W zmiennoœci mi¹¿szoœci z³ó¿ pok³ado-
wych najczêœciej wystêpuje wyraŸny udzia³ nielosowy.
Parametr ten zwykle daje siê dobrze modelowaæ. Najczêœ-
ciej w jego zmiennoœci jest wyraŸnie widoczna autokorela-
cja. Dlaczego zatem nie w tym z³o¿u? To powinno nas
sk³oniæ do dociekañ. Okazuje siê, ¿e obserwacja, gdzie
stwierdzono wartoœæ ekstremaln¹ M0 = 15 m, tak znacz¹co
odstaje od pozosta³ych obserwacji, ¿e bior¹c udzia³ w obli-
czeniach, w parach z wieloma innymi obserwacjami spo-
wodowa³a podniesienie ró¿nic statystycznych, a wiêc
znacz¹co wp³ynê³a na wartoœci i kszta³t wariogramu. Jej
obecnoœæ mo¿na porównaæ do fenomenu samorodka. War-
toœæ M0 = 15 m na tle obserwacji od 0 do 8,5 m to niemal jak
samorodek w z³o¿u z³ota. A ju¿ wiemy, ¿e samorodki
powoduj¹ podniesienie wartoœci wariogramu – st¹d nazwa
nugget effect (Naworyta, 2024b).

Je¿eli w procesie wstêpnej analizy danych uda nam siê
zidentyfikowaæ wartoœæ ekstremaln¹, to mo¿emy spróbo-
waæ poradziæ sobie z jej obecnoœci¹ i jej negatywnym
wp³ywem. W pierwszym przypadku by³o to proste. War-
toœæ ekstremalna by³a wynikiem b³êdu ludzkiego – zamiast
2,0% wpisano 20%. W kolejnym przyk³adzie nie mo¿emy
byæ tego pewni. Gdy jednak spojrzymy na najbli¿sze oto-
czenie wartoœci ekstremalnej, to mo¿emy podejrzewaæ, ¿e
i tu wartoœæ zosta³a wpisana b³êdnie. Poniewa¿ ja sam
jestem autorem tego przek³amania, wiêc wiem, ¿e zamiast
M0 = 5,3 m, co by³o wartoœci¹ poprawn¹, wpisa³em do
tabeli wartoœæ M0 = 15 m. W realnym przypadku nie zaw-
sze mo¿emy byæ pewni genezy b³êdu. Nie powinniœmy
zbyt lekkomyœlnie pozbywaæ siê takiej k³opotliwej obser-
wacji ze zbioru danych. Spróbujmy jednak obliczyæ wario-
gram, pomijaj¹c wartoœæ ekstremaln¹. Mo¿emy to zrobiæ w
tabeli danych przez jej usuniêcie, albo wprost w procedu-
rze obliczania wariogramu. Software najczêœciej umo¿li-
wia ograniczenie zakresu wartoœci w procesie liczenia
wariogramu. Na ryc. 8 przedstawi³em wariogram po
wy³¹czeniu ze zbioru danych wartoœci ekstremalnej.
Wygl¹da on „przyzwoicie” – zgodnie z oczekiwaniem
umo¿liwia identyfikacjê autokorelacji i jej zasiêgu.
Wariancja lokalna (nugget effect) przybiera relatywnie
nisk¹ wartoœæ 2,0 m2. Mo¿emy dopasowaæ model wario-
gramu (tu: z³o¿ony z nugget effect i modelu sferycznego,
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linia niebieska) i wykonaæ model mi¹¿szoœci z³o¿a, wyko-
rzystuj¹c wszystkie zalety procedury krigingu. Zwróæmy
uwagê, ¿e wyeliminowanie wartoœci ekstremalnej tylko
nieznacznie zmieni³o statystykê zbioru danych. W tabeli 2
zestawi³em podstawowe cechy statystyczne. Na wariogra-
mach równie¿ mo¿na odczytaæ, ¿e wariancja pokazana
lini¹ przerywan¹ na ryc. 8 nieznacznie siê obni¿y³a z 5,23 m2

do 4,32 m2. Ró¿nica ta jednak nie rzuca siê w oczy. W mia-
rach statystycznych nie widaæ wyraŸnego wp³ywu wartoœci
ekstremalnej M0 = 15 m. Jednak wyraŸnie zaznacza siê ona
w kszta³cie wariogramu ryc. 7 i 8. Czy koniecznie
powinienem ponownie podkreœlaæ, jak wa¿nym i wielo-
stronnym narzêdziem analitycznym jest wariogram?

Wczeœniej stwierdzi³em, ¿e nie zawsze mo¿emy byæ
pewni co do tego, ¿e outlier to wynik b³êdu pope³nionego
w procesie dokumentowania z³o¿a lub przepisywania
danych z kartki do komputera itp. Nie mo¿na pochopnie
pozbywaæ siê tych wartoœci ze zbioru danych tylko dlatego,
¿e to u³atwia modelowanie. Ja rekomendujê, aby w proce-
durze modelowania chwilowo usun¹æ tê wartoœæ, co umo¿-
liwi zastosowanie metod geostatystycznych. Je¿eli jednak
nie jesteœmy pewni co do genezy wartoœci ekstremalnej, to
nale¿a³oby j¹ pokazaæ osobno na wykonanym modelu. Tak
bêdzie uczciwie. W ten sposób swobodê interpretacji pozo-
stawiamy innym u¿ytkownikom modelu, nie pozbawiaj¹c
ich informacji pierwotnej.
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Ryc. 6. Otwory rozpoznawcze z etykiet¹ mi¹¿szoœci z³o¿a. W centrum okrêgu znajduje siê otwór, w którym mi¹¿szoœæ
osi¹ga wartoœæ M = 15 m, wartoœæ ta znacznie odstaje od pozosta³ych
Fig. 6. Boreholes with the deposit thickness labels. There is a borehole in the red circle with a thickness of M = 15 m,
which is significantly different from the others



PODSUMOWANIE

W niniejszym artykule, który stanowi uzupe³nienie
cyklu trzech artyku³ów opublikowanych w Przegl¹dzie
Geologicznym w 2024 r. pod wspóln¹ nazw¹ Geostatystyka
dla niematematyków – Przewodnik praktyczny, opisa³em
kilka istotnych zagadnieñ, z którymi mo¿na siê zetkn¹æ w
procesie geostatystycznego modelowania z³ó¿ lub innych
zjawisk przestrzennych. Brak stacjonarnoœci, obecnoœæ
trendu czy obecnoœæ obserwacji o wartoœciach odstaj¹cych
to problemy, które mog¹ skutecznie utrudniæ lub wrêcz
uniemo¿liwiæ proces modelowania. Na kilku obrazowych
przyk³adach stara³em siê pokazaæ, jak mo¿na te problemy
zidentyfikowaæ i w jaki sposób mo¿na sobie z nimi poradziæ.

Chcia³bym, aby g³ównym przes³aniem, jakie z tego
w³aœnie artyku³u powinno wyp³ywaæ, by³o to, ¿e ¿aden
program komputerowy (nawet najlepszy), ¿aden algorytm
i procedura wci¹¿ jeszcze nie zast¹pi¹ ludzkiej wiedzy i do-
œwiadczenia. Komputer dla wiêkszoœci z nas jest „czarn¹
skrzynk¹” i nawet nie wiemy, bo nie musimy wiedzieæ, co
dzieje siê w tym urz¹dzeniu po klikniêciu OK. Dlatego

podkreœlam, ¿e import danych do programu komputerowe-
go powinien byæ poprzedzony wstêpn¹, ale szczegó³ow¹,
analiz¹ zbioru obserwacji. Ten arcywa¿ny etap modelowa-
nia jest ¿mudny, nieefektowny, jego wynikiem nie s¹ kolo-
rowe obrazy, na które niecierpliwie czekamy. Jednak ta
w³aœnie wstêpna szczegó³owa ocena danych mo¿e nas
uchroniæ przed pope³nieniem grubych b³êdów. Taki
w³aœnie generalny wniosek powinien wyp³ywaæ z ka¿dego
przedstawionego przeze mnie w tym artykule przyk³adu.
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Tab. 2. Podstawowe miary statystyczne zbioru obserwacji w wariancie z wartoœci¹ odstaj¹c¹ M0 = 15 m oraz bez tej wartoœci
Table 2. Basic statistical measures of the set of observations in the variant with and without the outlier value M0 = 15 m

Cecha statystyczna
Statistical feature

Dane z wartoœci¹ odstaj¹c¹ M0 = 15 m
Data with outlier M0 = 15 m

Dane oczyszczone z wartoœci odstaj¹cej
Data cleaned of outlier

Liczba obserwacji / Number of observations 131 130

Wartoœæ najmniejsza / Minimum value 0,2 m 0,2 m

Wartoœæ najwiêksza / Maximum value 15,0 m 8,5 m

Wartoœæ œrednia / Average 3,96 m 3,88 m

Wariancja / Variance 5,23 m2 4,32 m2

Ryc. 8. Wariogram mi¹¿szoœci pok³adu z³o¿a po usuniêciu warto-
œci ekstremalnej ze zbioru danych. Z jego kszta³tu mo¿na odczy-
taæ istnienie autokorelacji i jej zasiêg, a wariancja lokalna
przyjmuje relatywnie ma³¹ wartoœæ
Fig. 8. Variogram of the thickness of the deposit after removing
the extreme value from the data set. The existence of autocorrela-
tion and its range can be read from its shape, and the nugget effect
is relatively low

Ryc. 7. Wariogram mi¹¿szoœci pok³adu wêgla brunatnego. Z jego
kszta³tu wynika, ¿e zmiennoœæ badanego parametru ma charakter
losowy. Taki myl¹cy kszta³t wariogramu to efekt obecnoœci jed-
nej tylko wartoœci ekstremalnej w zbiorze obserwacji
Fig. 7. Variogram of the thickness of the lignite seam. Its shape
shows the random variability of the examined parameter. This
misleading shape of the variogram is the result of the presence of
only one outlier in the set of observations


