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A b s t r a c t. Geostatistical tools are useful and even necessary in many fields, not only in geology. The obstacle
to their widespread use is the seemingly difficult mathematical foundations with which the teaching of the subject
usually begins. Many years of experience and observations allow me to claim that even if geostatistical methods are
used, they are often incomplete and imperfect. In a series of three articles, I would like to introduce potential
non-mathematicians to the most important methods and tools from the arsenal of spatial statistics and how to use
them properly. I will indicate the areas where they can be used, explain whether they can always be used, show what
decisions should be made during calculations, and how to interpret the obtained results. It will not be a compen-
dium, but rather a pocket guide facilitating the reader’s first contact with geostatistics. In this, the second article

of a three-part series, I will focus on the variogram – the most important tool in geostatistics. I will show what is hidden behind the
mathematical formula and what information about the analysed spatial phenomenon can be obtained only using a variogram. In the
third article, I will present another useful function of the variogram. It will act as a tool in the process of geostatistical interpolation
using the kriging method.
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Narzêdzia geostatystyczne s¹ przydatne, a nawet nie-
zbêdne, w wielu dziedzinach, nie tylko w geologii. Na
przeszkodzie do ich powszechnego stosowania stoj¹
pozornie trudne podstawy matematyczne, od których
zwyk³o siê zaczynaæ nauczanie przedmiotu. Wieloletnie
doœwiadczenia i obserwacje upowa¿niaj¹ mnie do twier-
dzenia, ¿e nawet je¿eli metody geostatystyczne s¹ stosowa-
ne, to czêsto w sposób niepe³ny i niedoskona³y. W cyklu
trzech artyku³ów chcia³bym przybli¿yæ potencjalnym u¿yt-
kownikom niematematykom najwa¿niejsze przydatne
metody i narzêdzia z arsena³u statystyki przestrzennej oraz
sposoby ich w³aœciwego wykorzystania. Wska¿ê dziedzi-
ny, w których mog¹ mieæ zastosowanie. Wyjaœniê, czy
zawsze mo¿na je stosowaæ. Poka¿ê, jakie decyzje nale¿y
podj¹æ w toku obliczeñ i jak nale¿y interpretowaæ otrzyma-
ne wyniki. Nie bêdzie to kompendium, raczej kieszonkowy
przewodnik u³atwiaj¹cy pierwszy kontakt z geostatystyk¹.
W niniejszym artykule, drugim w trzyczêœciowym cyklu,
skupiê siê na wariogramie – najwa¿niejszym narzêdziu
geostatystyki. Poka¿ê, co kryje siê we wzorze Matherona
oraz jakie informacje o analizowanym zjawisku przestrzen-
nym mo¿na pozyskaæ wy³¹cznie za pomoc¹ wariogramu.
W trzecim artykule przedstawiê kolejn¹ u¿yteczn¹ funkcjê
wariogramu. Bêdzie pe³ni³ funkcjê narzêdzia w procesie
interpolacji geostatystycznej metod¹ krigingu.

WARIOGRAM

Wariogram to narzêdzie wielorakiego u¿ytku, coœ jak
kombinerki w warsztacie geostatystyki. Przydatnoœæ tego
narzêdzia bêdê udowadnia³ stopniowo. Wariogram, vario-
gram, semiwariogram – to synonimy. W literaturze pol-
skiej i anglojêzycznej, zw³aszcza tej wczeœniejszej, stosuje

siê s³owo semiwariogram wzglêdnie semivariogram, w pro-

gramach komputerowych, tych wspó³czesnych, jest ju¿

stosowany zwrot wariogram albo variogram. Ja te¿ wolê tê

ostatni¹, uproszczon¹ wersjê i tak¹ bêdê tu stosowa³. Semi-

wariogram znaczy w³aœciwie pó³ wariogramu, tak jak

semidolce i semisec – w odniesieniu do wina to odpowied-

nio pó³s³odkie i pó³wytrawne. Znaczenie tego pó³ wyja-

œniê, opisuj¹c wzór, jeden z niewielu, który w moim cyklu

artyku³ów o geostatystyce musi siê pojawiæ. S³owo wario-

gram, tak jak i s³owo wariograf, odnosi siê do ró¿nicy.

Przedrostek wario od ³aciñskiego varius znaczy ró¿ny, ró¿-

norodny, rozmaity. Zatem chodzi o ró¿nienie siê, o ró¿ni-

cê. W przypadku wariografu chodzi o wykazanie, czy to,

co mówi osoba badana wariografem, nie ró¿ni siê od praw-

dy. W przypadku wariogramu, te¿ chodzi o ró¿nice. Drogi

Czytelniku, je¿eli znudzi³em Ciê s³owem wariogram, to

lepiej ju¿ teraz porzuæ ten artyku³, bo dalej nie bêdzie wca-

le lepiej. Bez wariogramu nie ma geostatystyki!
Cykl moich artyku³ów zatytu³owa³em Geostatystyka

dla niematematyków. Chc¹c byæ konsekwentnym muszê

wzór Matherona bardzo dok³adnie objaœniæ (Matheron,

1963):
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Jest on kluczowy i bez zrozumienia jego sensu nie ma

co brn¹æ dalej. Wartoœci wariogramu liczymy na podstawie

zbioru obserwacji Z. Zacznijmy wiêc od tego, ¿e mamy

obserwacje, czyli dane, które zosta³y pozyskane w prze-

strzeni jakiegoœ zjawiska, np. z³o¿a kopaliny. Te dane s¹

œciœle okreœlone w przestrzeni za pomoc¹ wspó³rzêdnych
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p³askich X i Y albo przestrzennych X, Y, Z. Wystarczy w zu-
pe³noœci, jak na tym etapie ograniczymy siê do wspó³rzêd-
nych p³askich okreœlaj¹cych po³o¿enie pobrania próby na
powierzchni geodezyjnej albo, jak kto woli, na mapie.
Obserwacje s¹ rozrzucone w mniej lub bardziej regularnej
sieci. S¹ obserwacje wzglêdem siebie bliskie i s¹ odleg³e.
Mo¿na ze zbioru obserwacji wybraæ podzbiór par, które s¹
oddalone od siebie o h = 100 m, drugi podzbiór obserwacji
prowadzonych w wiêkszej odleg³oœci, np. h = 200 m itd.
Takie wyró¿nianie podzbiorów zakoñczymy na niewiel-
kiej liczbie par obserwacji, które s¹ odleg³e od siebie o naj-
wiêksz¹ mo¿liw¹ odleg³oœæ wynikaj¹c¹ z rozmiarów
analizowanego zjawiska. Te podzbiory nie wykluczaj¹ siê
wzajemnie. Ka¿da obserwacja bêdzie nale¿eæ w³aœciwie
do ka¿dego podzbioru, bo mo¿na z ni¹ tworzyæ dowolne
pary bliskie i odleg³e. W tym wyró¿nianiu podzbiorów
chodzi o wszystkie mo¿liwe kombinacje par. Obserwacje
obok wspó³rzêdnych maj¹ te¿ jak¹œ cechê oznaczon¹ licz-
bowo, jakiœ parametr. Za³ó¿my, dla u³atwienia, ¿e sprawa
dotyczy rozpoznania z³o¿a pok³adowego otworami wiert-
niczymi, a parametr, który badamy, to gruboœæ pok³adu
zmierzona na wyci¹gniêtym z górotworu rdzeniu.

Wróæmy do wzoru i zacznijmy od jego lewej strony.

Wartoœæ wariogramu �(h) liczymy ka¿dorazowo dla kon-
kretnej odleg³oœci h pomiêdzy parami obserwacji, która
wynosi np. h = 100 m, czyli dla par, które s¹ odleg³e od sie-
bie o pewien dystans – tu: ok. 100. Dlaczego oko³o?
Przecie¿ matematyka jest dziedzin¹ œcis³¹, sk¹d zatem to
oko³o? Po pierwsze, to nie matematyka tylko geostatysty-
ka, a wiêc bardziej statystyka ni¿ matematyka. Po drugie,
w przyjêtej odleg³oœci h musi byæ jakaœ tolerancja, ponie-
wa¿ w zbiorze obserwacji trudno by³oby odszukaæ otwory
odleg³e od siebie o odcinek równy dok³adnie h = 100 m.
W programach komputerowych ta tolerancja jest p³ynna
i mo¿na j¹ swobodnie definiowaæ w parametrach wariogra-
mu. Nie zaprz¹tajmy sobie teraz tym g³owy. Zatem ze zbio-
ru obserwacji wyci¹gamy wszystkie pary, które s¹ odleg³e
o ok. 100 m (np. miêdzy 80 i 120 m, albo nawet miêdzy 50
a 150 m). Ka¿d¹ tak¹ parê bierzemy osobno pod lupê i obli-
czamy ró¿nicê pomiêdzy wartoœciami pomierzonego para-
metru, czyli w tym przypadku ró¿nice w mi¹¿szoœci z³o¿a.
Zadajemy pytanie – jak ró¿ni¹ siê wartoœci pomierzone bli-
sko siebie, czyli tu w odleg³oœci ok. 100 m. Interesuje nas
to, o ile siê ró¿ni¹ – czyli ju¿ wiemy dlaczego to narzêdzie
nazywa siê wariogramem. Wyra¿enie z(i) – z(i + h) to zwyk³a
ró¿nica wartoœci parametru miêdzy tym zmierzonym w
miejscu (i) oraz tym zmierzonym w miejscu odleg³ym od
niego o odleg³oœæ h czyli w miejscu (i + h). Ze wzoru wyni-
ka, ¿e ka¿d¹ tak¹ ró¿nicê nale¿y podnieœæ do kwadratu. Po
co? Jednym z powodów jest to, aby ró¿nica nie zale¿a³a od
kolejnoœci odejmowania. IdŸmy dalej – przed nawiasem
mamy sumê podzielon¹ przez 2n. Czyli sumê wszystkich
kwadratów ró¿nic podzielon¹ przez podwojon¹ liczbê tych
par. Zostawmy na razie tê dwójkê w mianowniku. Suma
podzielona przez liczbê obserwacji n to nic innego jak
przepis na œredni¹ arytmetyczn¹ (por. wzór 2). Zatem wzór
na wariogram pozwala nam obliczyæ, jaka jest œrednia
kwadratowa ró¿nica pomiêdzy obserwacjami. Je¿eli na
chwilê pominiemy nawet to potêgowanie, to w gruncie rze-
czy chodzi o to, jak œrednio ró¿ni¹ siê obserwacje oddalone
od siebie o odleg³oœæ h. Ten kwadrat nie powinien nas
deprymowaæ. Bêdziemy o nim pamiêtaæ. Czyli ju¿ teraz
wiemy, ¿e chodzi o wielkoœæ œredni¹, czyli statystyczn¹

i chodzi o statystyczn¹ ró¿nicê pomiêdzy obserwacjami
prowadzonymi w danej odleg³oœci h. A ta dwójka w mia-
nowniku? To w³aœnie ona jest winna zamieszania w nazew-
nictwie. To przez ni¹ niektórzy mówi¹ semiwariogram,
czyli pó³ wariogramu. Ona ma swój sens, ale tu i teraz trud-
no mi bêdzie go wyjaœniæ. Tymczasem zatrzymajmy siê
jeszcze chwilê przy samej nazwie. Wspomnia³em ju¿, ¿e
semiwariogram czy wariogram to jedno i to samo. Gdyby
upieraæ siê przy tej pierwszej nazwie, która podkreœla
po³owê, czyli tê nieszczêsn¹ dwójkê w mianowniku, to
znaczy³oby, ¿e wariogramem nale¿y okreœliæ wzór bez tej
dwójki. Taki wzór w geostatystyce nie funkcjonuje, nie jest
nigdzie stosowany. Zatem spokojnie mo¿emy u¿ywaæ
okreœlenia wariogram zamiast konserwatywnego semiwa-
riogram, odnosz¹c siê do tego, co zosta³o wyra¿one wzo-
rem [1].

Na razie obliczyliœmy wartoœæ wariogramu �(h) dla
h = 100 m. Ze wzoru otrzymaliœmy jedn¹ wartoœæ licz-
bow¹. To teraz tê sam¹ czynnoœæ powtarzamy dla innych
odleg³oœci miêdzy parami obserwacji, np. h = 200, h = 300
itd. a¿ do najwiêkszej mo¿liwej wartoœci, która wynika z roz-
ci¹g³oœci przestrzennej zjawiska. Wartoœci nanosimy na
wykres, gdzie w osi poziomej s¹ odleg³oœci miêdzy para-
mi h (Lag Distance), a na osi pionowej wystêpuj¹ wartoœci

wariogramu �(h). To te kropki na wykresie (ryc. 1). Przypo-
minam, ¿e obliczaliœmy wariogram mi¹¿szoœci z³o¿a.
Wielkoœæ ta jest wyra¿ona w metrach, tymczasem wario-
gram jest wyra¿ony w jednostkach do kwadratu, czyli tu w
tym konkretnym przypadku w metrach kwadratowych. To
oczywiste, bo we wzorze wszystkie policzone ró¿nice w
parach najpierw podnosimy do kwadratu, a potem je sumu-
jemy i dzielimy tê sumê przez podwójn¹ liczbê par 2n.
Kwadrat nie znika. Ten kwadrat nie ma znaczenia lo-
gicznego, tak jak w przypadku np. obliczania powierzchni
– ma znaczenie wy³¹cznie matematyczne. A zatem pamiê-
tajmy, ¿e wariogram wyra¿a nam statystyczn¹ ró¿nicê miê-
dzy parami obserwacji, ale jest to ró¿nica kwadratowa!

Spróbujmy zinterpretowaæ wykres przyk³adowego
wariogramu mi¹¿szoœci z³o¿a wêgla brunatnego (ryc. 1).
Dla h = 200 wartoœæ wariogramu, czyli to, jak statystycznie
ró¿ni¹ siê obserwacje bardzo bliskie, wynios³a ok. 2,2 m2.
Po spierwiastkowaniu to ok. 1,48 m. Jest to œrednia ró¿nica
mi¹¿szoœci z³o¿a dla obserwacji odleg³ych o ok. 200 m. To
znaczy, ¿e najczêœciej tak siê ró¿ni¹ wyniki obserwacji, ale
nie zapominajmy o tym, ¿e jest to wartoœæ œrednia, czyli
statystyczna. W rzeczywistoœci ró¿nice mog¹ osi¹gaæ
nawet 7 m, ale mog¹ byæ tak¿e bliskie zera. Jednak staty-
stycznie rzecz bior¹c obserwacje w parach odleg³ych od
siebie o ok. 200 m ró¿ni¹ siê o ok. 1,48 m.

Dla h = 500 m wariogram przyjmuje wartoœæ znacznie
wiêksz¹. Pary s¹ bardziej odleg³e i te¿ wartoœci zaobserwo-
wane w parach bardziej siê od siebie ró¿ni¹. Wartoœæ
wariogramu wynosi ok. 3,6 m2, czyli ró¿ni¹ siê o 1,9 m.
Obserwacje wraz z rosn¹c¹ odleg³oœci¹ ró¿ni¹ siê coraz
bardziej. Roœnie statystyczna ró¿nica. Ten wzrost obserwu-
jemy a¿ do odleg³oœci bliskiej h = 1000 m. Po osi¹gniêciu
tego dystansu wzrost wykresu wyhamowuje i jego kszta³t
zaczyna siê robiæ mniej przewidywalny. Wraz ze wzrostem
odleg³oœci obserwacje w parach ró¿ni¹ siê od siebie coraz
bardziej, a¿ do odleg³oœci 1000 m. Do tej odleg³oœci obser-
wuje siê statystyczn¹ regularnoœæ, czyli wyraŸn¹ zale¿noœæ
miêdzy odleg³oœci¹ i statystyczn¹ ró¿nic¹ miêdzy obserwa-
cjami. Ta zale¿noœæ to autokorelacja, o której szeroko
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wypowiedzia³em siê w pierwszym artykule tego cyklu (Prz.

Geol., 72 (7): 341–349), a wariogram jest narzêdziem, które

umo¿liwia stwierdzenie jej istnienia. To pierwsza przydatna

funkcja wariogramu. Z jego pomoc¹ mo¿emy dowiedzieæ

siê, czy analizowane zjawisko przestrzenne (tu: mi¹¿szoœæ

z³o¿a) wykazuje autokorelacjê. Je¿eli tak, to mo¿emy

pokusiæ siê o wykonanie interpolacji oraz mapy zmienno-

œci tego zjawiska.
Dla odleg³oœci wiêkszych, czyli h > 1000 m, zachowa-

nie wariogramu staje siê chaotyczne. Ta odleg³oœæ wyzna-

cza bardzo istotn¹ granicê. Jest to zasiêg autokorelacji

(autocorrelation range). Badany parametr Z wykazuje

autokorelacjê o zasiêgu h = 1000 metrów (ryc. 1). Mo¿li-

woœæ oceny zasiêgu autokorelacji to druga wa¿na funkcja

wariogramu.
Dla kontrastu na przyk³adzie wariogramu zawartoœci

siarki w z³o¿u wêgla brunatnego (ryc. 2) poka¿ê, kiedy

wariogram wskazuje brak istnienia autokorelacji. Wartoœci

tego wariogramu oscyluj¹ wokó³ pewnej wartoœci poziomej.

Nie ma wyraŸnego trendu ani rosn¹cego ani malej¹cego,

a zmiany s¹ losowe. To znaczy, ¿e ró¿nica pomiêdzy obser-

wacjami nie zale¿y od odleg³oœci h. Niezale¿nie od tego,

jakie weŸmiemy pary obserwacji, czy te bli¿sze czy dalsze,

wartoœci na tych parach statystycznie ró¿ni¹ siê podobnie.

Nie ma autokorelacji. W takim przypadku jesteœmy zmu-

szeni odst¹piæ od dalszych analiz z u¿yciem narzêdzi geo-

statystycznych, te ju¿ nam nie pomog¹. Nie narysujemy

wiarygodnej mapy zmiennoœci przestrzennej tego zjawi-

ska. Mo¿emy dalej analizowaæ zbiór obserwacji, ale z u¿y-

ciem narzêdzi statystycznych – policzyæ œredni¹, wariancjê,

odchylenie standardowe, wykreœliæ histogram. I to w³aœnie

jest doskona³y moment, aby przypomnieæ znaczenie nie-

których wielkoœci, bo przynajmniej jedna z nich bardzo

nam siê przyda. Nie s¹ to nowe wzory w tym artykule.

Zaraz siê oka¿e, ¿e przynajmniej w czêœci pojawi³y siê one

ju¿ wczeœniej i nie bez powodu.
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Pierwszy z nich to oczywiœcie wzór na œredni¹ arytme-

tyczn¹ [2]. W statystyce jest to tzw. wartoœæ oczekiwana.

Niby to samo, a jednak nie to samo. Je¿eli na podstawie

mi¹¿szoœci z³o¿a ze 100 otworów obliczymy œredni¹ aryt-

metyczn¹ i wyjdzie nam 10 m to w odniesieniu do tych 100

otworów bêdzie to œrednia arytmetyczna, ale je¿eli na tej

podstawie wnioskujemy o œredniej gruboœci ca³ego

pok³adu badanego z³o¿a, to musimy to nazwaæ wartoœci¹

oczekiwan¹. Gdybyœmy odwiercili kolejnych 200 otwo-

rów, to wartoœæ liczbowa obliczona wzorem [2] z pewnoœ-

ci¹ bêdzie inna. Jak widaæ, czêœciej bêdziemy mówiæ o war-

toœci oczekiwanej ni¿ o œredniej arytmetycznej. Wzór na

œredni¹ jest banalny, wstawiaj¹c go tutaj nie mia³em zamia-

ru obra¿aæ inteligencji Czytelnika. Musia³ siê tu znaleŸæ,

bo wartoœæ m pos³u¿y nam do obliczenia wariancji [3], a ta

jest równie wa¿na jak wariogram.

Wariancja to wielkoœæ statystyczna, która jest œredni¹

sumy ró¿nic podniesionych do kwadratu. W nawiasie jest

ró¿nica miêdzy obserwacj¹ zi i œredni¹ z obserwacji m.

Ró¿nice po podniesieniu do kwadratu sumujemy, wyko-

rzystuj¹c wszystkie dostêpne obserwacje, a sumê dzielimy

przez liczbê obserwacji n – no niezupe³nie... przez n, ale

pomniejszone o 1. Wyt³umaczenie sensu tej jedynki w

estymatorze statystycznym, jakim jest wariancja, wykra-

cza poza ramy tego artyku³u. W³aœciwie ma ona sens licz-

bowy wy³¹cznie wtedy, gdy dysponujemy niewielk¹ liczb¹

obserwacji, powiedzmy n = 10. Wtedy przez uwzglêdnie-

nie tej jedynki w mianowniku sumê dzielimy przez 9, a nie

przez 10. Niezale¿nie od tego, co dzielimy, ró¿nica jest

wyraŸna. W sytuacji, gdy mamy 1000 obserwacji, to czy
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Ryc. 2. Wariogram zawartoœci siarki ca³kowitej w z³o¿u wêgla
brunatnego
Fig. 2. Variogram of total sulphur content in a lignite deposit

Ryc. 1. Przyk³adowy wariogram mi¹¿szoœci z³o¿a wêgla bru-
natnego
Fig. 1. Example of a variogram of the thickness of a lignite deposit



sumê ró¿nic dzielimy przez 1000 czy przez 999, nie ma

wiêkszego wp³ywu na wartoœæ obliczonej w ten sposób

wariancji. Wzór na wariancjê [3] bardzo przypomina wzór

na wariogram [1]. W jednym i drugim jest œrednia z ró¿nic

podniesionych do kwadratu. Tyle, ¿e we wzorze na warian-

cjê [3] w nawiasie jest ró¿nica miêdzy obserwacj¹ zi i war-

toœci¹ œredni¹ z obserwacji m, a w wariogramie liczymy

ró¿nice pomiêdzy obserwacjami w parach. Zaraz porówna-

my te wielkoœci bli¿ej.

Jedno jest pewne – wariancja i wariogram musz¹ mieæ

ze sob¹ coœ wspólnego oprócz nazwy. Maj¹ i bêdziemy to

wykorzystywaæ. Wariancja jest statystyczn¹ miar¹ rozrzu-

tu obserwacji wokó³ œredniej m. Im bardziej wartoœci

obserwacji odbiegaj¹ od wartoœci œredniej, tym wiêksza

jest wartoœæ wariancji. I odwrotnie je¿eli wartoœci s¹ bar-

dzo skupione wokó³ wartoœci œredniej m, to i wariancja

przyjmuje niewielk¹ wartoœæ.

Przyjrzyjmy siê jeszcze raz wzorom na wariancjê i wario-

gram. Wariancja operuje na liczbach niezale¿nie od ich

umiejscowienia w przestrzeni. Nie jest istotne, która war-

toœæ gdzie zosta³a zmierzona. Wariancja to wielkoœæ staty-

styczna. W wariogramie te¿ liczymy ró¿nice, ale tu istotne

jest wzajemne po³o¿enie obserwacji. Obserwacje maj¹

wspó³rzêdne. Wariogram to wielkoœæ geostatystyczna. W przy-

padku wariancji mamy do czynienia z jedn¹ wartoœci¹, pod-

czas gdy wariogram to wykres z³o¿ony w wielu wartoœci

obliczonych dla ró¿nych odleg³oœci h miêdzy parami obser-

wacji. Jedna i druga wartoœæ wystêpuje w jednostkach kwa-

dratowych. Obliczmy wiêc wariogram na danym zbiorze

obserwacji oraz wariancjê na tym samym zbiorze i zestaw-

my wyniki na jednym wykresie. W³aœciwie ju¿ to zrobi³em.

Pozioma linia przerywana na ryc. 1 i 2 to w³aœnie nic inne-

go jak wartoœæ wariancji. Obowi¹zuje dla ka¿dego h, bo

wariancja jest liczona dla wszystkich obserwacji, wiêc od h

w ¿aden sposób nie zale¿y. Wartoœci wariogramu rosn¹ do

pewnej odleg³oœci h. Osi¹gn¹wszy poziom wyznaczony

lini¹ wariancji wariogram przestaje rosn¹æ i zaczyna siê

jego nieregularny przebieg. Czêsto, choæ nie zawsze, zda-

rza siê, ¿e wariogram osi¹ga poziom wariancji dla

odleg³oœci h równej zasiêgowi autokorelacji h = AR (AR –

autocorelation range). Nie jest to regu³a, ale najczêœciej

tak w³aœnie siê dzieje. Dlatego, rysuj¹c wykres wariogra-

mu, nale¿a³oby zestawiæ go z wariancj¹.

Jak w praktyce interpretowaæ to, co widaæ na wykre-

sach? Je¿eli wariogram osi¹ga niskie wartoœci, co najczêœ-

ciej ma miejsce dla par obserwacji bliskich sobie i wraz

z rosn¹c¹ odleg³oœci¹ miêdzy parami obserwacji wartoœci

wariogramu rosn¹, to obserwujemy zale¿noœæ zwan¹ auto-

korelacj¹. Wartoœci wariogramu rosn¹ do pewnej odleg³oœci

h =AR. Dla odleg³oœci h > AR mówimy, ¿e badane zjawisko

jest losowe. Rzeczywiœcie, nie widaæ ¿adnej zasady, która

by tym przebiegiem rz¹dzi³a. W opozycji do tego, gdy h < AR,

zmiennoœæ zjawiska po czêœci jest nielosowa (przewidy-

walna), a po czêœci losowa (nieprzewidywalna). Im wy¿sz¹

wartoœæ osi¹ga wariogram, im bardziej zbli¿a siê do pozio-

mu wariancji, tym wiêkszy jest udzia³ losowy w zmiennoœci

badanego zjawiska. Je¿eli wariogram przyjmuje wartoœci

bliskie poziomu wariancji, to znaczy, ¿e dla tych odleg³oœci

h miêdzy parami udzia³ losowy w zmiennoœci jest domi-

nuj¹cy albo wrêcz ca³kowity.

Nadesz³a pora, aby wróciæ do nieszczêsnej dwójki w mia-

nowniku wzoru na wariogram, która odpowiada za przed-

rostek semi w starym, konserwatywnym nazewnictwie.

Gdyby nie by³o tej dwójki, to po zestawieniu wariogramu

z wariancj¹ poziom tej ostatniej wypad³by w po³owie war-

toœci wykresu wariogramu. Takie zestawienie wykresów

by³oby ma³o praktyczne. Z dwójk¹ w mianowniku wario-

gram i wariancja obliczona na tej samej populacji obserwa-

cji œwietnie obrazuje nielosowy i losowy charakter

zmiennoœci zjawiska. Nie jest mi znany inny powód, dla

którego ta dwójka zosta³a wprowadzona do przepisu na

wariogram [1].

Wróæmy jeszcze raz do zjawiska, które nie wykazuje

autokorelacji. W jego zmiennoœci obserwuje siê wy³¹cznie

udzia³ losowy. Wariogram dla takiego przypadku poka-

za³em ju¿ na ryc. 2. Lini¹ przerywan¹ oznaczy³em poziom

wariancji. Niezale¿nie od odleg³oœci h pomiêdzy parami

obserwacji statystyczna ró¿nica kwadratowa pomiêdzy

tymi obserwacjami jest bliska wartoœci wariancji, jest

losowa.

NUGGET EFFECT,
EFEKT SAMORODKÓW,
WARIANCJA LOKALNA

Pozostajemy przy wariogramie. Zwrócê uwagê na

kolejn¹ niezwykle wa¿n¹ jego cechê. Pisz¹c o tym, jak siê

oblicza wartoœæ wariogramu, zacz¹³em rachunki od przy-

k³adowej wartoœci h = 100. A w³aœciwie dlaczego h = 100,

a nie od pocz¹tku, czyli dla h = 0? No w³aœnie, dlaczego nie

od zera? Przypominam, ¿e wartoœæ wariogramu liczy siê

dla par obserwacji. To znaczy, ¿e dla h = 0 te pary

sk³ada³yby siê z tych samych obserwacji, bo odleg³oœæ

pomiêdzy obserwacjami wynosi³aby h = 0. Gdybyœmy rze-

czywiœcie tak to liczyli to wartoœæ wariogramu �(h = 0) teo-

retycznie zawsze wynosi³aby 0. A gdyby wzi¹æ obserwacje

bardzo sobie bliskie, ale nie pokrywaj¹ce siê – dla h bli-

skiego 0? Czy w ogóle dysponujemy takimi obserwacjami?

W obszarze geologii raczej nie. Odwiercenie otworu to

spory koszt, dlatego geologiczne prace poszukiwawcze

zaczyna siê od wierceñ otworów oddalonych od siebie nie-

raz o wiele kilometrów, potem, gdy wyniki tych prac rokuj¹

nadzieje na wystêpowanie z³o¿a, zagêszcza siê sieæ rozpo-

znawcz¹ i tak po kilku etapach rozpoznania geologicznego

dochodzi siê do siatki otworów, w której zale¿nie od rodza-

ju z³o¿a i kopaliny, œrednia odleg³oœæ miêdzy otworami

mo¿e wynieœæ od 100 do 300 m. Nie ma powodu, aby wier-

ciæ otwory blisko siebie. Nie robi siê tego z racjonalnych

powodów ekonomicznych. Czasem, wyj¹tkowo rzadko,

zdarza siê, ¿e znajd¹ siê otwory sobie bli¿sze, bêd¹ to jed-

nak pojedyncze przypadki, prawdopodobnie pochodz¹ce

z ró¿nych kampanii dokumentowania z³o¿a. To samo

wyt³umaczenie mo¿na zastosowaæ do innych dziedzin,

np. badania zanieczyszczenia gleby. Je¿eli badamy kon-

kretn¹ powierzchniê, to z powodów ekonomicznych nie

pobieramy próbek odleg³ych od siebie o h = 1 m, tylko

w siatce otworów regularnie rozmieszczonych w ca³ym

obszarze badañ, który mo¿e obejmowaæ powierzchniê wie-

lu dziesi¹tków hektarów.

Wariogramu �(h = 0) nie oblicza siê, bo nie ma to

logicznego sensu, a jednak, paradoksalnie, wartoœæ wario-

gramu w tym miejscu ma kolosalne znaczenie dla wszyst-

kich analiz geostatystycznych. Trzeba j¹ oszacowaæ i robi

siê to przez aproksymacjê, przed³u¿aj¹c krzyw¹ wariogra-
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mu w kierunku osi pionowej. W znakomitej wiêkszoœci

przypadków linia taka przetnie oœ pionow¹ w miejscu,

gdzie wariogram przyjmuje wartoœci znacznie wiêksze od

zera. Zatem wbrew temu, czego mo¿na by³oby oczekiwaæ,

wartoœæ �(h = 0) najczêœciej wcale nie wynosi zero.

Wartoœæ wariogramu �(h = 0) > 0 okreœla siê mianem

efektu samorodków (nugget effect). Co ona oznacza? Dla-

czego ta wartoœæ jest tak wa¿na? Sk¹d wziê³a siê nazwa?

Zacznê od koñca, czyli od nazwy. Swoje pierwsze zastoso-

wania geostatystyka znalaz³a w rozpoznaniu z³ó¿ z³ota w

Republice Po³udniowej Afryki. Z³oto wystêpuje w z³o¿ach

w postaci rudy o okreœlonej, niewielkiej zawartoœci pier-

wiastka Au. Czasem jednak znajdzie siê skupienie z³ota w

postaci bry³ki, okreœlanej mianem samorodka (nugget).

Gdy wiêc wiercimy otwory w z³o¿u, to w rdzeniach najczê-

œciej bêdziemy mieli do czynienia z okreœlon¹, niewielk¹

zawartoœci¹ z³ota w rudzie, czasem jednak natrafimy na

samorodek, czyli wartoœæ zdecydowanie wiêksz¹ ni¿ pozo-

sta³e. Je¿eli u¿yjemy takich obserwacji do obliczenia

wariogramu, to oka¿e siê, ¿e istnienie tego samorodka sil-

nie wp³ywa na wyniki obliczeñ. Ró¿nice wartoœci pomiê-

dzy parami obserwacji, niezale¿nie od odleg³oœci pomiêdzy

nimi, wychodz¹ znacznie wiêksze, ni¿ gdyby tego samo-

rodka nie by³o. Przypominam, ¿e licz¹c wariogram, ka¿da

obserwacja bierze udzia³ w obliczeniach wielokrotnie, bo

wielokrotnie wchodzi w kombinacje par odleg³ych od sie-

bie o ró¿ne odleg³oœci h. Dla ka¿dego h ta wartoœæ zostanie

podwy¿szona, bo ró¿nica miêdzy samorodkiem a prób¹

z ubogiej rudy bêdzie wyraŸna. To podniesienie wartoœci

wariogramu dla h = 0 bêdzie widoczne na pierwszy rzut

oka, bo aproksymowany wariogram przetnie oœ pionow¹ w

miejscu wartoœci du¿o wiêkszej od zera. Byæ mo¿e

przyk³ad ten nie jest a¿ tak oczywisty. Przecie¿ w naszych

polskich warunkach raczej nieczêsto badamy z³o¿a z³ota,

a mimo to efekt samorodka w kszta³cie wariogramów

wystêpuje niemal zawsze. W analizach zjawisk geologicz-

nych jest to efekt typowy, a jego brak jest sytuacj¹ nader

wyj¹tkow¹.
Obok zmiennoœci samego zjawiska, jak to ma miejsce

w z³o¿ach z³ota, w wartoœci �(h = 0) > 0 uwidacznia siê

jeszcze jedna bardzo wa¿na z punktu widzenia analiz geo-

statystycznych cecha obserwacji. To b³¹d oznaczenia. Có¿

to takiego? Ka¿dy geodeta wie, co to jest b³¹d pomiaru, bo

jest z tym zaznajamiany ju¿ od pierwszego roku studiów.

Niegeodetom winny jestem wyjaœnienie. Przypuœæmy, ¿e

w sali, gdzie siedz¹ studenci, ka¿dy otrzymuje linijkê o d³u-

goœci np. 1 m i ma do wykonania zadanie. Nale¿y zmierzyæ

d³ugoœæ sali dydaktycznej. Szybko oka¿e siê, ¿e mamy tyle

ró¿nych wyników, ilu studentów wykonywa³o pomiar. Co

wiêcej, ka¿da osoba ponawiaj¹ca swój pomiar dojdzie do

innego wyniku. Tak, bo mierzenie odleg³oœci, zw³aszcza

linijk¹, nie jest najlepsz¹ metod¹ pomiaru. Ka¿de przy³o¿e-

nie linijki niesie za sob¹ jak¹œ niedoskona³oœæ, która

przek³ada siê na wiêkszy lub mniejszy b³¹d ca³ego procesu

pomiaru. Ktoœ powie, ¿e by³oby lepiej, gdybyœmy wykona-

li pomiar dalmierzem laserowym zamiast przestarza³¹

metod¹ z u¿yciem przymiaru liniowego. Tak, b³¹d na pew-

no bêdzie mniejszy, ale ró¿nice pomiêdzy poszczególnymi

pomiarami te¿ wyst¹pi¹, bo œciana nie jest równa, bo linia

pomiaru nie jest idealnie prostopad³a do œciany itd.

JESZCZE RAZ O NIEDOSKONA£OŒCI
OBSERWACJI GEOLOGICZNYCH

I ICH ZNACZENIU

Wróæmy do geologii. Tu wykonujemy pomiary czymœ
znacznie mniej doskona³ym ni¿ linijka albo dalmierz lase-
rowy. Zacznijmy od pomiaru mi¹¿szoœci z³o¿a, np. wêgla
brunatnego. Po wyci¹gniêciu rdzenia odmierzamy odleg³oœæ
miêdzy górn¹ granic¹ wystêpowania pok³adu a doln¹. Czy
na pewno potrafimy dok³adnie wyznaczyæ granice miêdzy
pok³adem wêgla a ska³¹ p³onn¹? Warstwy przystropowe
mog¹ byæ w³aœciwoœciami (kolorem, struktur¹) zbli¿one
do wêgla, tak jak osady przy sp¹gu pok³adu. Ju¿ tu mo¿emy
siê pomyliæ. Taki pok³ad mo¿e mieæ gruboœæ 3 m albo 15 m,
a nawet 45 m. Tê gruboœæ mo¿na zmierzyæ choæby taœm¹,
dalmierzem, ale przecie¿ rdzeñ wyci¹ga siê z górotworu w
czêœciach. Widaæ zatem, ¿e pomiar gruboœci pok³adu ani
nie jest prosty, ani nie da siê go wykonaæ w sposób
bezb³êdny. A jest to pomiar bezpoœredni. Przyk³adamy
linijkê i otrzymujemy wartoœæ, która jest wartoœci¹ wyni-
kow¹ i tak¹ wpisujemy do tabeli.

To teraz zróbmy eksperyment myœlowy – wbrew
rozs¹dkowi wykonujemy otwory blisko siebie, za³ó¿my w
odleg³oœci 1 m. Taka odleg³oœæ w geologii jest niemal
pomijalna. Oczekujemy, ¿e wartoœæ parametru pomierzona
na tych dwóch s¹siaduj¹cych ze sob¹ rdzeniach bêdzie nie-
mal równa, prawie to¿sama. To intuicyjne i zgodne z do-
œwiadczeniami geologicznymi i górniczymi. Nie ma
powodu, aby w tak bliskich obserwacjach wystêpowa³y
widoczne ró¿nice. Po wykonaniu pomiaru okazuje siê, ¿e
nasze liczby wcale nie s¹ to¿same. Ró¿nica, która objawi³a
siê w pomiarach, najprawdopodobniej nie wynika z cechy
samego badanego fenomenu tylko w³aœnie z b³êdu ozna-
czenia tej cechy. Taki b³¹d pope³nimy w trakcie oznaczania
wszystkich otworów w z³o¿u i spowoduje on, ¿e wario-
gram nie zacznie swojego biegu od wartoœci zero, tylko
znacznie powy¿ej. Wartoœæ wariogramu w miejscu prze-
ciêcia z osi¹ pionow¹ to bêdzie wartoœæ b³êdu oznaczenia,
œredniego b³êdu, który pope³niliœmy, oznaczaj¹c parametr
we wszystkich otworach. Efekt tego b³êdu ma identyczne
konsekwencje jak efekt samorodka w przywo³anym
przyk³adzie analiz z³ó¿ z³ota. Na ryc. 1 jest pokazany
wariogram mi¹¿szoœci pok³adu z³o¿a wêgla brunatnego
z wyraŸnie widocznym efektem samorodka.

Je¿eli jeszcze nie jesteœ przekonany, co do wielkoœci
b³êdu, jaki mo¿na pope³niæ w czasie oznaczania parame-
trów geologicznych i nie tylko, to mam dla Ciebie jeszcze
jeden przyk³ad. WeŸmy ten sam wêgiel brunatny, ale tym
razem bêdzie to parametr niezwykle istotny dla paliw
kopalnych, jakim jest wartoœæ opa³owa, nazywana te¿ kalo-
rycznoœci¹ [kJ/kg]. Jest to iloœæ ciep³a, jak¹ mo¿na uzyskaæ
po spaleniu jednostkowej masy paliwa. Aby j¹ oznaczyæ,
nale¿y pobraæ z rdzenia wiertniczego, czasem o d³ugoœci
15–20 m, reprezentatywn¹ próbkê wêgla, nastêpnie trzeba
j¹ zmieliæ, dok³adnie wymieszaæ, czyli uœredniæ, pobraæ
pewn¹ próbkê z tej homogenicznej masy, nastêpnie trzeba
j¹ spaliæ w odpowiednim piecu i dokonaæ pomiaru ciep³a,
jakie siê w tym procesie wydzieli³o. Na ka¿dym z etapów
takiego pomiaru nawet œwietny laborant nie tylko mo¿e,
ale na pewno pope³nia b³êdy. Opisana analiza w odró¿nieniu
od pomiaru mi¹¿szoœci pok³adu jest analiz¹ wielostop-
niow¹ i niebezpoœredni¹. Pocz¹wszy od pobrania próby
wêgla z rdzenia, poprzez mielenie, mieszanie, palenie –
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ka¿dy z etapów wykonuje siê z okreœlon¹ dok³adnoœci¹

albo z okreœlonym b³êdem. B³êdy czasem siê sumuj¹, cza-

sem odejmuj¹, czasem niweluj¹, ale najczêœciej nie pozo-

staj¹ bez wp³ywu na wynik pomiaru.
Innym parametrem, który bada siê w wêglach, jest

popielnoœæ A [%]. To jest iloœæ popio³u, która powstanie po

spaleniu próbki wêgla. Popielnoœæ wylicza siê w procentach

w odniesieniu do masy wêgla. Tak samo jak w pomiarze

wartoœci opa³owej nale¿y najpierw pobraæ próbkê z rdze-

nia, wysuszyæ, wymieszaæ, wybraæ czêœæ, spaliæ i dokonaæ

pomiaru masy popio³u. Ta analiza równie¿ jest wielostop-

niowa i ka¿dy jej etap generuje pewien b³¹d. Na ryc. 3 po-

kaza³em wariogram popielnoœci wêgla brunatnego, na

którym jest wyraŸnie widoczny wysoki udzia³ efektu

samorodków, wynikaj¹cy z b³êdu oznaczenia. Jego war-
toœæ to ok. 12%2, czyli w jednostkach pomiaru ok. 3,5%.
O tyle ró¿ni¹ siê wartoœci popielnoœci wêgla w próbach
pobranych bardzo blisko siebie. Dla porównania, wariancja
odczytana z wykresu (pozioma przerywana linia) na pozio-
mie 27%2 wskazuje, ¿e wszystkie obserwacje ró¿ni¹ siê
statystycznie o wartoœæ 5,2%. To pierwiastek z wariancji s2,

czyli odchylenie standardowe s.
Odznaczaj¹cy siê na wykresach wariogramów (ryc. 1, 3)

b³¹d pomiaru bêdzie mia³ kolosalne znaczenie dla dalszych
analiz. O tym jednak dalej. Wyjaœniaj¹c konstrukcjê wzoru
na wariogram, mówi³em o pewnych podobieñstwach
pomiêdzy wariogramem i wariancj¹. Rzeczywiœcie, pojê-
cia te maj¹ ze sob¹ du¿o wspólnego. W literaturze przed-
miotu mo¿emy spotkaæ pojêcie wariancja lokalna jako
równoznaczne z efektem samorodków (nugget effect).
Mnie ta nazwa jest znacznie bli¿sza ni¿ ta pochodz¹ca od
z³ó¿ z³ota. Wariancja lokalna to statystyczna kwadratowa
ró¿nica pomiêdzy bardzo bliskimi obserwacjami. Tak
t³umaczê sobie tê nazwê, która nie oznacza nic innego jak
opisany wczeœniej efekt samorodków. Chcia³bym teraz
zilustrowaæ wp³yw wariancji lokalnej na obserwacjê zjawi-
ska przestrzennego, przyk³adowego parametru z³o¿a, np.
rzêdnej stropu pok³adu.

Na ryc. 4 czarn¹ lini¹ pokaza³em przebieg stropu z³o¿a,
gdybyœmy, wbrew naturze, mogli go zobaczyæ. Zielonymi
punktami pokaza³em obserwacje wykonane w trakcie
wierceñ. One nie pokrywaj¹ siê z przebiegiem stropu
z³o¿a, bo podczas oznaczenia pope³niono b³¹d. B³¹d, jak to
b³¹d, ma charakter losowy, czasem jest du¿y, czasem ma³y,
czasem dodatni, czasem ujemny. Linia czerwona ma ilu-
strowaæ zjawisko b³êdu. On towarzyszy wszystkim obser-
wacjom, bo oznaczenie parametru nigdy nie jest
bezb³êdne. Na podstawie obserwacji w procesie interpola-
cji wykona³em model z³o¿a (¿ó³ta linia). Model opisuje
strop, jednak przez b³¹d pomiaru model nie pokrywa siê
z rzeczywistym, ale niewidocznym dla nas przebiegiem
stropu z³o¿a. A teraz uwaga! Zakres zmiennoœci parametru
z³o¿owego oznaczy³em liter¹ A, zakres b³êdu pomiaru
liter¹ B. Dla modelowania zjawisk przestrzennych kluczow¹
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Ryc. 3. Wariogram popielnoœci wêgla A [%] w z³o¿u wêgla bru-
natnego
Fig. 3. Variogram of ash content A [%] in the coal of a lignite
deposit

Ryc. 4. Ilustracja wp³ywu b³êdu pomiaru na efekt interpolacji zjawiska na przyk³adzie stropu z³o¿a pok³adowego
Fig. 4. Illustration of the influence of measurement error on the effect of interpolation of the phenomenon, exemplified by the top of
a bed deposit



rolê ma stosunek B do A. Im bêdzie on wiêkszy, tym mniej

dok³adny bêdzie model. Ten stosunek bêdzie widoczny na

wariogramie. Za wielkoœæ A odpowiada poziom wariancji

na wariogramie, a za B wariancja lokalna (nugget effect).

Im bardziej ta ostatnia zbli¿a siê do wariancji ogólnej, tym

gorszy bêdzie efekt modelowania. W skrajnym przypadku,

gdy wariancja lokalna jest równa wariancji ogólnej, to mamy

do czynienia ze zjawiskiem losowym i o modelowaniu

mo¿emy zapomnieæ, bo w zmiennoœci zjawiska nie ma

autokorelacji. Uwaga, wielkoœci A, B nie s¹ to¿same z wa-

riancj¹ ogóln¹ i wariancj¹ lokaln¹. Te ostatnie to wielkoœci

kwadratowe, a A i B okreœlaj¹ zakresy w jednostkach pier-

wotnych, np. tu konkretnie w metrach nad poziomem

morza, bo mierzymy rzêdne stropu pok³adu z³o¿a.
Do opisu zjawiska przedstawionego na ryc. 4 mo¿na

zastosowaæ jêzyk radiowy. Du¿e fale o du¿ej amplitudzie

i du¿ej d³ugoœci (linia czarna), to jest rzeczywista zmien-

noœæ parametru z³o¿a. Nazwijmy je sygna³em. Niewielkie

falki (linia czerwona) o mniejszej amplitudzie i bardzo

ma³ej d³ugoœci to jest wyobra¿enie b³êdu pomiaru. Te

nazwiemy szumem. B³¹d pomiaru to jest w³aœnie taki

szum, który zak³óca odbiór g³ównego sygna³u, jakim s¹ te

du¿e fale oznaczaj¹ce faktyczn¹, geologiczn¹ zmiennoœæ

badanego przez nas parametru z³o¿a. Od b³êdu pomiaru,

czyli od tego szumu bardzo zale¿y dok³adnoœæ naszych

analiz. Je¿eli udzia³ szumu w stosunku do sygna³u bêdzie

znacz¹cy, to dok³adnoœæ naszych badañ bêdzie nik³a, i od-

wrotnie, jeœli udzia³ tego szumu w stosunku do sygna³u

bêdzie znikomy, to dok³adnoœæ badañ bêdzie wysoka. B³¹d

pomiaru zak³óca obserwacjê, tak jak brudne szk³o okula-

rów utrudnia obserwacjê œwiata. Szum albo b³¹d pomiaru

uwidacznia siê w wielkoœci wariancji lokalnej. Mo¿liwoœæ

jej wyznaczenia to trzecia arcywa¿na, choæ jeszcze nie

ostatnia funkcja wariogramu. W trzecim artykule, opisuj¹c

interpolacjê metod¹ krigingu, wyjaœniê, jak ogromny

wp³yw na dok³adnoœæ modelu analizowanego zjawiska

przestrzennego ma wariancja lokalna. Na ryc. 5 pokaza³em

przyk³adowy wariogram, w którym udzia³ wariancji

lokalnej w stosunku do wariancji ogólnej jest bardzo

du¿y. W przebiegu zjawiska jest widoczna autokorelacja,

owszem, ale maj¹c tak istotn¹ wartoœæ b³êdu pomiaru albo,

stosuj¹c jêzyk radiowy, tak du¿y udzia³ szumu w stosunku

do sygna³u, nie mo¿emy siê spodziewaæ, ¿e model, który

wykonamy metod¹ krigingu bêdzie dok³adny. Ja osobiœcie

w takim przypadku odst¹pi³bym od modelowania zjawi-

ska. Dok³adnoœæ modelu bêdzie znikoma.

MODELOWANIE WARIOGRAMU

Wszystkie wykresy na rycinach 1, 2, 3 i 5 to tzw. wario-

gramy empiryczne – doœwiadczalne, obliczone na podsta-

wie obserwacji, czyli danych pomiarowych. Wariogram

empiryczny nie jest funkcj¹ – jest to zbiór wartoœci dys-

kretnych dla okreœlonych, przyjêtych przez operatora

wartoœci h, czyli odleg³oœci miêdzy parami obserwacji. Te

wartoœci s¹ pokazane w postaci kropek na wykresach, a linie,

które je ³¹cz¹, w³aœciwie nie maj¹ ¿adnego matematyczne-

go znaczenia. U³atwiaj¹ tylko interpretacjê wykresu. Aby

ten wariogram móg³ byæ przydatny w procedurze interpo-

lacji metod¹ krigingu, musi byæ okreœlony w ca³ej dziedzi-

nie, dla ka¿dego h. I tu w³aœnie konieczny jest œwiadomy

udzia³ operatora, czyli Twój. Do wariogramu empiryczne-

go trzeba dopasowaæ funkcjê – nazwiemy j¹ modelem

wariogramu. W programach komputerowych jest dostêpna
opcja automatycznego dopasowania modelu do wariogra-
mu empirycznego (autofitting). Moje doœwiadczenia
wskazuj¹, ¿e efekty tej automatyzacji s¹ dalece niedosko-
na³e. Manualna czynnoœæ modelowania wariogramu jest
prosta, wrêcz intuicyjna. Do wyboru s¹ gotowe funkcje –
modele wariogramu, spoœród których nale¿y wybraæ najle-
piej pasuj¹c¹ i manewruj¹c kilkoma parametrami dopaso-
waæ j¹ do wariogramu empirycznego. Ja to robiê na oko.
Modelowanie wariogramu to pierwsza wa¿na czynnoœæ w
analizie geostatystycznej, w której operator musi wykazaæ
inicjatywê i œwiadomie wykonaæ pewne czynnoœci. Tu ju¿
koñczy siê etap przypadkowego klikania. Czujê siê w obo-
wi¹zku wyjaœniæ kilka wa¿nych czynnoœci. Na ryc. 6 przed-
stawi³em wariogram empiryczny z dopasowan¹ funkcj¹ –
modelem wariogramu. W kszta³cie wariogramu empirycz-
nego jest widoczny nugget effect (wariancja lokalna), war-
toœci wariogramu rosn¹ (zatem wiemy ju¿, ¿e istnieje
zjawisko autokorelacji) i po osi¹gniêciu h = 1000 m
za³amuj¹ siê i przybieraj¹ przebieg zbli¿ony do wariancji,
która jest wyznaczona lini¹ przerywan¹. Linia niebieska to
model wariogramu, który aproksymuje wariogram empi-
ryczny. Na wykresie widaæ jedn¹ liniê, ale formalnie
model sk³ada siê z dwóch komponentów. Pierwszym jest
nugget effect, a dopiero drugim model wyznaczony lini¹
niebiesk¹. Ten pierwszy jest okreœlony przez jedn¹ wartoœæ
(tu: 1,7 m2), drugi to funkcja dopasowana za pomoc¹
dwóch parametrów. Jeden okreœla jej wysokoœæ, a raczej
wartoœæ maksymaln¹, przy której wariogram przestaje
rosn¹æ (sill), a drugi to zasiêg (lenght, range) i jest to war-
toœæ h, dla której wariogram za³amuje swój przebieg i dalej
biegnie poziomo. Ju¿ wiemy, ¿e ta wartoœæ oznacza zasiêg
autokorelacji. W modelowaniu wariogramu nie ma ¿adnej
filozofii. Wymienione parametry s¹ dobierane intuicyjnie,
na oko, iteracyjnie. Wa¿ne jest, aby wiedzieæ, ¿e na naj-
wiêksz¹ wartoœæ modelu, która jest okreœlona przez
wariancjê, sk³ada siê suma wariancji lokalnej (nugget
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Ryc. 5. Przyk³adowy wariogram z du¿ym udzia³em wariancji
lokalnej (nugget effect) w stosunku do wariancji ogólnej
Fig. 5. An example of a variogram with a high share of local
variance (nugget effect) in relation to the general variance



effect) oraz wysokoœæ drugiego komponentu modelu (sill).
Istotny jest te¿ wybór funkcji spoœród dostêpnych w pro-
gramie opcji. Oprogramowanie geostatystyczne ma wiele
modeli wariogramów do wyboru: wyk³adniczy, model
Gaussa, model de Wijsa, sferyczny, liniowy, losowy i wie-
le innych. S¹ to funkcje okreœlone wzorami, których wcale
nie musimy znaæ. Program bêdzie z nich korzysta³ poza
naszymi plecami. Wa¿ny jest jednak wybór w³aœciwej
funkcji. Moje wieloletnie doœwiadczenia wskazuj¹, ¿e
wariogramy zjawisk geologicznych w znakomitej wiêk-
szoœci mo¿na modelowaæ, u¿ywaj¹c modelu sferycznego,
rzadziej modelu Gaussa. W wielu przypadkach mo¿liwe
jest te¿ zastosowanie wariogramu liniowego, ale wy³¹cznie
w ograniczonym zakresie zasiêgu h. Wykresy modeli –
sferycznego i Gaussa – ró¿ni¹ siê przede wszystkim w
przedziale ma³ych wartoœci h. Sferyczny zaczyna swój
bieg ostro i od razu pnie siê w górê, podczas gdy model
Gaussa zaczyna swój wzrost bardzo ³agodnie, niemal
poziomo. Nazwano go modelem Gaussa, bo jest to de facto
odwrócona po³owa krzywej Gaussa, opisuj¹ca normalny
rozk³ad statystyczny. Model Gaussa i sferyczny ró¿ni¹ siê

równie¿ w przebiegu górnych wartoœci wariogramu, w sposo-

bie za³amania dla h oznaczaj¹cych zasiêg autokorelacji.
Na ryc. 6 pokaza³em wariogram empiryczny mi¹¿szo-

œci pok³adu wêgla brunatnego z dopasowanym modelem

sferycznym. Model u³atwia oszacowanie najwa¿niejszych

parametrów zmiennoœci. Wariancja lokalna, wyznaczona

przeciêciem modelu z osi¹ pionow¹, ma wartoœæ 1,7 m2,

a zasiêg autokorelacji, czyli za³amanie modelu, nastêpuje

dla wartoœci h = 1100 m.

PODSUMOWANIE

Wariogram to niezwykle przydatne narzêdzie geostaty-

styczne. Z analizy obserwacji za pomoc¹ wariogramu

mo¿na dowiedzieæ siê o istnieniu lub braku istnienia auto-

korelacji w zmiennoœci analizowanego zjawiska prze-

strzennego. Je¿eli autokorelacja istnieje, to korzystaj¹c

z wariogramu da siê okreœliæ jej zasiêg. Je¿eli jednak

stwierdzimy, ¿e autokorelacja nie wystêpuje to ta wiedza

pozwoli nam unikn¹æ b³êdów, jakie pope³nilibyœmy, upar-

cie i wbrew logice modeluj¹c zjawisko. W zidentyfikowa-

nej wariogramem wartoœci wariancji lokalnej odbija siê

zmiennoœæ lokalna zjawiska, która bardzo czêsto ma swoje

Ÿród³o w b³êdzie pomiaru. Oprócz wymienionych funkcji

analitycznych wariogram empiryczny i jego model pe³ni¹

wa¿n¹ funkcjê u¿ytkow¹ w procesie interpolacji metod¹

krigingu. Bez wariogramu nie zastosujemy krigingu. W pro-

cesie modelowania wariogramu kluczowe jest mo¿liwie

najlepsze dopasowanie modelu w obszarze wariancji lokal-

nej oraz w czêœci wariogramu empirycznego, w której jest

widoczny regularny wzrost, czyli w obszarze istnienia

autokorelacji. Od tego bêdzie zale¿eæ dok³adnoœæ modelu,

czyli wartoœæ informacyjna mapy modelowanego zjawi-

ska. Wszystko, co do tej pory napisa³em, jest podporz¹dko-

wane temu w³aœnie celowi, bo geostatystyka s³u¿y analizie

i modelowaniu zjawisk przestrzennych. O wykorzystaniu

wariogramu w procesie modelowania metod¹ krigingu,

a tak¿e o b³êdzie tego modelu wypowiem siê szeroko w trze-

cim artykule cyklu pt. Geostatystyka dla niematematyków.

LITERATURA

MATHERON G. 1963 – Principles of geostatistics. Economic geology,
58 (8): 1246–1266.

Praca wp³ynê³a do redakcji 17.07.2024 r.
Akceptowano do druku 4.08.2024 r.

398

Przegl¹d Geologiczny, vol. 72, nr 8, 2024

Ryc. 6. Wariogram empiryczny z dopasowanym modelem (linia
niebieska)
Fig. 6. Empirical variogram with a fitted model (blue line)


