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A b s t r a c t. Geostatistical tools are useful and even necessary in many fields, not only in geology. The obstacle to
their widespread use is the seemingly difficult mathematical foundations with which the teaching of the subject usu-
ally begins. Many years of experience and observations allow me to claim that even if geostatistical methods are
used, they are often incomplete and imperfect. In a series of three articles, I would like to introduce potential
non-mathematicians to the most important methods and tools from the arsenal of spatial statistics and how to use
them properly. I will indicate the areas where they can be used, explain whether they can always be used, show what
decisions should be made during calculations and how to interpret the obtained results. It will not be a compen-
dium, but rather a pocket guide facilitating the reader’s first contact with geostatistics. In the third article of my

series, I will present the kriging procedure – an interpolation method based on geostatistical assumptions. I will list the most important
activities and decisions that need to be made when using this method. Creating a model using the kriging method is the basic goal
of using geostatistical methods, so in this article I will make extensive use of the content I presented earlier, from interpolation through
autocorrelations to the variogram. The latter serves as an important tool in kriging. Using the example of a lignite deposit model, I will
show how to interpret the model and the model credibility map.
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Geostatystyka to nie filozofia, s³u¿y bardzo konkret-
nym celom. Efektem koñcowym jest mapa. Brzmi banal-
nie, ale to prawda. Od pocz¹tku chodzi wy³¹cznie o to, aby
z danych, których zwykle jest za ma³o, pochodz¹ z nieregu-
larnej sieci otworów albo np. próbek glebowych, a w dodatku
nie s¹ bezb³êdne, wykonaæ mapê zmiennoœci interesuj¹cego
nas zjawiska. Ta mapa ma nieœæ informacjê, która mo¿e
byæ podstaw¹ do podejmowania wa¿nych decyzji inwesty-
cyjnych lub naukowych, dlatego powinna przedstawiaæ
zjawisko mo¿liwie dok³adnie, bo od tej dok³adnoœci bêdzie
zale¿eæ trafnoœæ podejmowanych decyzji. Zamiast s³owo
mapa powinienem w³aœciwie u¿ywaæ pojêcia model. To
lepsza nazwa, bo kreœlenie mapy na podstawie dyskretnych
punktowych próbek to modelowanie, nie maj¹ce wiele
wspólnego z kartografi¹.

Model z³o¿a mo¿e byæ przydatny na d³ugo przed podjê-
ciem decyzji o eksploatacji kopaliny. Mo¿e pos³u¿yæ w
procesie wyceny zasobów, a ta mo¿e byæ podwalin¹ zasta-
wu hipotecznego, dziêki któremu inwestor pozyska kredyt.
Na podstawie modelu z³o¿a mo¿na opracowaæ dokumenty
s³u¿¹ce jego zagospodarowaniu: prefeasibility study, feasi-
bility study, bussines plan, projekt zagospodarowania
z³o¿a, plan ruchu. To tylko wybrane przyk³ady z górnictwa,
wskazuj¹ce na znaczenie modelu z³o¿a. Model, mimo
wszystkich wad i ograniczeñ wynikaj¹cych z niedosko-
na³oœci danych Ÿród³owych, powinien byæ mo¿liwie naj-
bardziej dok³adny. Dlatego w³aœnie tracimy tyle czasu, aby
opracowaæ najlepszy, najdok³adniejszy model interesu-
j¹cego nas zjawiska. Szerzej o meandrach modelowania
wypowiedzia³em siê we wczeœniejszej publikacji (Nawory-
ta, 2017).

Ten artyku³ nie zosta³ pomyœlany jako instrukcja
obs³ugi konkretnego programu geostatystycznego, dlatego
nie bêdê przywo³ywa³ procedur wystêpuj¹cych w poszcze-
gólnych programach. Zamiarem moim jest nakreœlenie
pewnego schematu postêpowania, który cechuje metodê
a nie konkretny program. Schemat ten jest wspólny dla

wszystkich programów, które korzystaj¹ z metod opartych
na za³o¿eniach geostatystycznych. Ja sam korzystam z pro-
gramów Surfer (Golden Software) i Isatis (Geovariances).
Ten pierwszy jest bardziej uniwersalny, a drugi specjali-
styczny i wyposa¿ony w wiele typowo geostatystycznych
narzêdzi, czêsto bardzo wysublimowanych. Jeden i drugi
umo¿liwia przeprowadzenie analiz, o których mowa w moim
tekœcie. Rysunki w tym artykule w wiêkszoœci zosta³y
wykonane w programie Surfer.

Pierwszy artyku³ mojego cyklu w du¿ej mierze poœwiê-
ci³em interpolacji. Dzisiaj temat ten rozszerzê, koncentruj¹c
siê na interpolacji metod¹ krigingu, czyli sztandarowej
metodzie z arsena³u geostatystyki. Jest wiele powodów, dla
których kriging mo¿na uznaæ za metodê lepsz¹ ni¿ inne
niegeostatystyczne metody interpolacji. Tytu³ artyku³u
zwalnia mnie jednak z koniecznoœci udowadniania tej wy¿-
szoœci przez odwo³ywanie siê do aparatu matematycznego.
Czytelnikowi niech wystarczy argument, ¿e w wyniku
modelowania metod¹ krigingu oprócz modelu zmiennoœci
parametru otrzymuje siê swoisty bonus w postaci mapy
b³êdu tego modelu. Otrzymujemy model oraz informacjê,
na ile ten model jest wiarygodny. Ale o tym potem. Je¿eli to
ma byæ przewodnik praktyczny, to zacznijmy od pocz¹tku.

WSTÊPNA ANALIZA DANYCH

Zanim zaimportujemy dane do programu i klikniemy
OK albo skip to end, powinniœmy siê im krytycznie przyj-
rzeæ. To arcywa¿na czynnoœæ, która pozwoli nam unikn¹æ
powa¿nych b³êdów ju¿ na samym pocz¹tku pracy. Nie wol-
no jej pomin¹æ. W swojej praktyce wielokrotnie boleœnie
przekona³em siê o tym, zw³aszcza wtedy, gdy zachwycaj¹c
siê modelem dostrzega³em kardynalne b³êdy wynikaj¹ce
z niedostatecznej wstêpnej analizy materia³u pomiarowego.

Dobrze jest policzyæ najwa¿niejsze miary statystyczne,
czyli: œredni¹, odchylenie standardowe, najwy¿sz¹ i naj-
ni¿sz¹ wartoœæ, ale tak¿e liczbê obserwacji, pamiêtaj¹c o tym,
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¿e w przypadku badañ geologicznych nie zawsze ka¿dy
parametr z³o¿a zosta³ oznaczony w ka¿dym otworze.
Mo¿na to wykonaæ w Excelu, który oferuje wszystkie te
funkcje. To na pocz¹tek wystarczy. Mo¿na te¿ spojrzeæ na
histogram, z którego na pierwszy rzut oka da siê odczytaæ
najwa¿niejsze cechy statystyczne zbioru danych. Wymie-
nione przeze mnie programy do modelowania dysponuj¹
modu³em statystycznym, za pomoc¹ którego bez wiêk-
szych trudnoœci da siê odczytaæ dziesi¹tki miar statystycz-
nych. Dla nas w zupe³noœci wystarcz¹ te podstawowe.
Oprócz analizy statystycznej dobrze jest siê przyjrzeæ, jak
wygl¹da sieæ otworów (opróbowania) w przestrzeni.

Na ryc. 1 przedstawi³em mapê otworów odwierconych
w z³o¿ach wêgla brunatnego. Skupione s¹ one w dwóch
wyraŸnie oddzielonych od siebie grupach. Dane by³y
zestawione w jednej tabeli. Gdybym nie wykona³ tej mapy,
to rozpatrywa³bym je jako jedno z³o¿e. Nie wolno mi tego
robiæ. WyraŸnie widaæ, ¿e chodzi o dwa osobne byty geolo-
giczne. Gdybym pomin¹³ analizê danych i wykona³ model,
to cechy jednego ze z³ó¿ by³yby wykorzystane do modelo-
wania drugiego i odwrotnie. A przecie¿ nie ma fizycznych
przes³anek, aby takie wzajemne oddzia³ywanie mog³o
mieæ miejsce.

Na ryc. 2. otwory wywiercone w z³o¿u wêgla bru-
natnego s¹ rozmieszczone nieregularnie. Sieæ otworów w
pó³nocnej czêœci z³o¿a jest wyraŸnie rzadsza ni¿ ta w czêœci
œrodkowej. Odleg³oœæ miêdzy otworami znacz¹co odstaje
od œredniej. Z pewnoœci¹ jest tego jakiœ powód. Gdy siê
przyjrzeæ danym bli¿ej, to oka¿e siê, ¿e w wielu otworach,
a szczególnie tych na pó³nocy, nie oznaczono parametrów
jakoœciowych wêgla. Na mapie pokaza³em etykiety warto-
œci opa³owej przy otworach, gdzie ten najwa¿niejszy para-
metr paliwa kopalnego zosta³ oznaczony. Tych pomiarów
jest znacznie mniej ni¿ otworów. We wszystkich otworach
oznaczono tylko parametry strukturalne pok³adu, tj. rzêdne
stropu i sp¹gu. Powód okaza³ siê banalny. W czêœci pó³noc-
nej pok³ad jest tak cienki, ¿e nie op³aca siê go wydobywaæ,
a je¿eli tak, to nie ma powodów, aby w takich otworach

wykonywaæ kosztowne oznaczenia jakoœci kopaliny (por.
ryc. 6). Takie informacje nale¿y dostrzec ju¿ na pocz¹tku,
zanim przejdziemy do procesu modelowania.

Z przedstawionych map mo¿na te¿ odczytaæ, jaka jest
najmniejsza, œrednia i najwiêksza odleg³oœæ miêdzy otwo-
rami. To w analizach geostatystycznych informacja bardzo
istotna. Na ryc. 2 tylko kilka otworów jest oddalonych od
siebie o odleg³oœæ mniejsz¹ ni¿ œrednia odleg³oœæ miêdzy
otworami, która tu wynosi ok. 400 m. Na ich podstawie
bêdzie mo¿na oszacowaæ wartoœæ wariancji lokalnej
(nugget effect). Zwrócê na to uwagê, analizuj¹c wario-
gram. W ramach wstêpnej analizy danych dobrze jest
poznaæ ich zakres, czyli rozpiêtoœæ wartoœci – od najmniej-
szych do najwiêkszych. Oczekujemy, ¿e w wykonanym
przez nas modelu te wartoœci bêd¹ reprezentowane. Niestety,
efekt wyg³adzania (smoothing effect), typowy dla wszyst-
kich metod interpolacyjnych, sprawi, ¿e w modelu bêd¹
one mia³y mniejszy zakres. Wartoœæ najmniejsza bêdzie
nieco wiêksza ni¿ w danych wyjœciowych, a najwiêksza
bêdzie mia³a mniejsz¹ wartoœæ. Efekt wyg³adzania i jego
Ÿród³a opisa³em w pierwszym artykule cyklu (Naworyta,
2024a). Bez wstêpnej obserwacji danych nie bêdziemy
tego wiedzieæ, a to przecie¿ bardzo wa¿na informacja.
Model powinien byæ mo¿liwie wierny danym Ÿród³owym.
Nie bêdzie, ale powinniœmy byæ tego œwiadomi.

WARIOGRAM I MODEL WARIOGRAMU

Po wstêpnej analizie danych mo¿na przejœæ do dalszych
czynnoœci. Wykonujemy wariogram (ryc. 3). Z wykresu
dowiadujemy siê, czy wystêpuje autokorelacja i czy w zwi¹zku
z tym dalsze czynnoœci zwi¹zane z modelowaniem maj¹
sens. Jeœli tak, to do wariogramu empirycznego nale¿y
dopasowaæ model, z którego odczytamy najwa¿niejsze
parametry: wartoœæ wariancji lokalnej (nugget effect) oraz
zasiêg autokorelacji (autocorrelation range – AR). Pojêcia
te szerzej skomentowa³em w drugim artykule mojego
cyklu (Naworyta, 2024b). Na wariogramie, który pos³u¿y

452

Przegl¹d Geologiczny, vol. 72, nr 9, 2024

Ryc. 1. Mapa otworów rozpoznawczych dwóch s¹siaduj¹cych z³ó¿
Fig. 1. Map of geological boreholes for two adjacent deposits



do modelowania mi¹¿szoœci pok³adu z³o¿a wêgla brunat-
nego (ryc. 3) wartoœæ wariancji lokalnej wynosi �

2 = 1,8 m2,
a zasiêg autokorelacji AR = 1700 m. Obok punktów repre-
zentuj¹cych wartoœci wariogramu empirycznego wystê-
puj¹ liczby. Informuj¹ one, ile par obserwacji wziê³o udzia³
w obliczaniu tych konkretnych wartoœci. Zwróæmy uwagê
na punkt najbli¿szy osi pionowej. Tylko 4 pary zosta³y
wykorzystane do obliczenia wartoœci wariogramu dla
odleg³oœci wynosz¹cej w przybli¿eniu h = 100 m. To bar-
dzo ma³o i statystyczna wartoœæ takiego obliczenia jest zni-
koma. Mimo to w tym konkretnym przypadku punkt ten
doskonale wpisuje siê w trend. Cztery punkty z zakresu
odleg³oœci od h = 0 m do h = 500 m le¿¹ niemal w linii pro-
stej. Dopasowany model sferyczny prawie dok³adnie
pokrywa siê z po³o¿eniem tych punktów. Nie jest to jednak
regu³a. W³aœnie tu, na pocz¹tku wariogramu, gdzie wystê-
puje niewiele par reprezentuj¹cych najmniejsze odleg³oœci
miêdzy obserwacjami, wartoœæ wariogramu czêsto odbiega
od g³ównego trendu. Nie nale¿y siê tym szczególnie przej-
mowaæ. Model wariogramu trzeba dopasowaæ tak, aby

reprezentowa³ g³ówny trend wyznaczony przez punkty
wariogramu empirycznego, obliczone na podstawie wiêk-
szej liczby par. Dobrze jest jednak wyœwietliæ na wariogra-
mie liczbê par, aby wiedzieæ, jak statystycznie istotne s¹
poszczególne wartoœci wariogramu, szczególnie te dla
ma³ych odleg³oœci h, bo bliskich obserwacji zwykle jest
niewiele.

INTERPOLACJA METOD¥ KRIGINGU

Teraz mo¿na przejœæ do w³aœciwej interpolacji metod¹
krigingu. Jest wiele odmian tej metody. Opisywana przeze
mnie to kriging zwyczajny (ordinary kriging). W pierw-
szym kroku nale¿y zdefiniowaæ siatkê interpolacyjn¹
(grid). Programy geostatystyczne najczêœciej podpowia-
daj¹ operatorowi geometriê gridu, wzoruj¹c siê na roz-
mieszczeniu danych w przestrzeni. Najczêœciej zasiêg
gridu odpowiada skrajnym wspó³rzêdnym obserwacji.
W wyniku automatycznego dopasowania siatki do danych
skrajne obserwacje bêd¹ le¿a³y na krawêdziach mapy.
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Ryc. 2. Przyk³ad rozmieszczenia otworów rozpoznawczych w z³o¿u wêgla brunatnego
Fig. 2. Example of the arrangement of geological boreholes on a lignite deposit



Na ryc. 1 i 2 kolorem czerwonym oznaczy³em obserwacje,
które le¿¹ na krawêdziach mapy. Aby tego unikn¹æ, mo¿na
rozszerzyæ siatkê interpolacyjn¹ na wschód, zachód, pó³noc
i po³udnie. Wtedy wszystkie miejsca poboru próbek bêd¹
le¿a³y wewn¹trz wykonywanej przez nas mapy. Dobrze jest
te¿ zadbaæ o to, aby odleg³oœæ w kierunkach X i Y by³a wie-
lokrotnoœci¹ rozmiaru oczka siatki interpolacyjnej. Je¿eli
rozmiar pojedynczego oczka siatki interpolacyjnej ustalimy
na 50 × 50 m, to rozpiêtoœæ siatki w obydwu kierunkach
powinna byæ podzielna przez 50. To kosmetyka, ale przy-

datna w praktyce modelowania. Je¿eli
bêdziemy chcieli wykonywaæ operacje
matematyczne na gridach, to siatki inter-
polacyjne bior¹ce udzia³ w operacjach
musz¹ byæ pod wzglêdem rozmiarów
identyczne. Wiêcej informacji na temat
gridu zamieœci³em w pierwszym artykule
cyklu (Naworyta, 2024a).

Mamy siatkê interpolacyjn¹, wario-
gram i model wariogramu – mo¿emy
przejœæ dalej. Importowanie danych
zosta³o ju¿ wykonane, bo na ich podsta-
wie program zaproponowa³ geometriê
siatki interpolacyjnej. W nastêpnym kro-
ku trzeba zaimportowaæ wariogram, a ra-
czej model wariogramu, który wczeœniej
zosta³ dopasowany do wariogramu empi-
rycznego. Program najczêœciej sam o to
zapyta, ale mo¿na to przeoczyæ. Je¿eli
nie zaimportujemy naszego modelu, to
program zrobi to za nas, ale bêdzie to
model liniowy, nie oddaj¹cy rzeczy-
wistej zmiennoœci danych Ÿród³owych.
W kolejnym kroku padnie wa¿ne pytanie
o otoczenie (neighbourhood, search
ellipse). Niezale¿nie od tego, jak to zosta-

nie nazwane, chodzi o otoczenie, najczêœciej w granicach
okrêgu, rzadziej elipsy, wokó³ pojedynczego wêz³a siatki
interpolacyjnej. Do estymacji wartoœci w wêŸle siatki
interpolacyjnej program wykorzysta tylko obserwacje znaj-
duj¹ce siê wewn¹trz zdefiniowanego przez nas otoczenia.
To zagadnienie powinienem dok³adniej wyjaœniæ. Wybranie
zakresu otoczenia wymaga od nas œwiadomej decyzji. Na
ryc. 4 pokaza³em ideê krigingu. Rysunek niesie wiele
informacji, ale skoncentrujmy siê teraz na zdefiniowaniu
samego otoczenia. Nie wchodz¹c w szczegó³y matematycznej
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Ryc. 3. Wariogram empiryczny mi¹¿szoœci pok³adu z³o¿a wêgla brunatnego z dopaso-
wanym modelem (niebieska linia)
Fig. 3. Empirical variogram of the thickness of the lignite deposit with the fitted model
(blue line)

Ryc. 4. Schemat ilustruj¹cy zastosowanie informacji z wariogramu w procedurze szacowania metod¹ krigingu
Fig. 4. A diagram illustrating the use of information from a variogram in the kriging estimation procedure



kuchni krigingu, czego na ³amach niniejszego artyku³u
szczególnie nie wolno mi robiæ, idea krigingu sprowadza
siê do tego, aby wyliczyæ wartoœci wag wi, które prze-
mno¿one przez wartoœci obserwacji zi pozwol¹ na oszaco-
wanie wartoœci w wêŸle siatki interpolacyjnej �z wed³ug
prostego wzoru:

� ...z w z w z w zn n� � � �1 1 2 2 [1]

wi

n
�� 1

1
[2]

Nale¿y zadaæ pytanie, kiedy oszacowanie wartoœci
bêdzie dok³adniejsze – czy gdy do interpolacji wykorzy-
stamy wiêcej obserwacji zi, czy gdy bêdzie ich mniej?
Pytanie to mo¿na postawiæ inaczej, bardziej precyzyjnie –
które obserwacje powinny braæ udzia³ w obliczeniach?
Otó¿ tylko te, które le¿¹ w zasiêgu autokorelacji h = AR.
Tylko one przecie¿ maj¹ jakiœ zwi¹zek, jak¹œ relacjê z wiel-
koœci¹ szacowan¹. Je¿eli obserwacje zi w stosunku do war-
toœci szacowanej le¿¹ poza zasiêgiem autokorelacji, to w
stosunku do niej s¹ niezale¿ne, s¹ losowe. Wiêcej o autoko-
relacji napisa³em w pierwszym artykule cyklu (Naworyta,
2024a). Promieñ otoczenia nale¿y odczytaæ z modelu
wariogramu, jest to zasiêg autokorelacji h = AR, czyli
odleg³oœæ, któr¹ sami wybraliœmy, aby dopasowaæ model
do wariogramu empirycznego. W wariogramie na ryc. 3
zasiêg autokorelacji wynosi AR = 1700 m. W programach,
które stosujê, wielkoœæ otoczenia nie przenosi siê automa-
tycznie z wariogramu do procedury krigingu. Bardzo
dobrze, bo w tym obszarze operator powinien mieæ woln¹
rêkê. Definiuj¹c otoczenie krigingu, wpisujê na ogó³ wiel-
koœæ mniejsz¹ od AR przynajmniej o ok. 30%. Dlaczego?
Bo zale¿noœæ par obserwacji odleg³ych od siebie o odleg³oœæ
równ¹ AR jest bliska losowej. Spójrzmy na wariogram na
ryc. 3. Wartoœci wariogramu dla odleg³oœci od h = 1200 do
h = 1700 m s¹ bliskie wariancji wyznaczonej poziom¹,
przerywan¹ lini¹. Lepiej bêdzie, gdy do szacowania warto-
œci w wêz³ach siatki interpolacyjnej zostan¹ u¿yte obser-
wacje bli¿sze. Tu trzeba wypracowaæ swój w³asny z³oty
œrodek. Mo¿e siê okazaæ, ¿e tych obserwacji bli¿szych nie
jest zbyt wiele, wiêc du¿e zawê¿anie zakresu otoczenia te¿
nie jest wskazane. Jedno jest pewne – obserwacje odleg³e
od miejsca szacowania o odleg³oœæ wiêksz¹ od AR nie
powinny byæ w ogóle brane pod uwagê.

A co siê stanie, gdy zdefiniujemy zasiêg bardzo szero-
ko albo u¿yjemy wszystkich obserwacji do szacowania
ka¿dego wêz³a siatki? Czy wynik procedury krigingu
bêdzie ca³kiem z³y? Nie, bêdzie nieco gorszy, ale nie
bêdzie ca³kiem z³y. Zawsze przecie¿ najwiêksze wagi bêd¹
przypisane do obserwacji najbli¿szych, pozosta³e, dalsze
obserwacje bêd¹ mia³y znikomy wp³yw, ale jednak nieze-
rowy. Z logicznego za³o¿enia metody wynika, ¿e suma wag
zawsze powinna wynieœæ 1 [2]. Gdyby by³a wiêksza od 1 to
wartoœæ oszacowana by³aby przeszacowana, a gdyby suma
wag by³a mniejsza od 1, to wartoœæ by³aby niedoszacowa-
na. Wartoœæ 1 ma tu wymiar 100%. Ka¿da obserwacja prze-
mno¿ona przez wagê wnosi jakiœ udzia³ do oszacowania
wartoœci, razem wnosz¹ 100%. Wynika z tego, ¿e te
odleg³e i liczne obserwacje b³êdnie albo nieœwiadomie
u¿yte do estymacji, le¿¹ce poza zasiêgiem autokorelacji AR
bêd¹ mia³y przypisane ma³e wartoœci wag, bliskie zeru, bo
suma wszystkich wag musi byæ równa 1. Je¿eli tak, to po
co je w ogóle uwzglêdniaæ w obliczeniach? Efektem

negatywnym nadmiernego rozszerzenia otoczenia bêdzie
pewne dodatkowe wyg³adzenie modelu, wyst¹pi rodzaj
uœrednienia wartoœci szacowanych. W opozycji do tego,
jeœli ograniczymy promieñ otoczenia do odleg³oœci mniej-
szej nawet ni¿ AR, to model bêdzie bardziej zró¿nicowany.
WyraŸniejsze bêd¹ lokalne ró¿nice. A przecie¿ w ca³ej tej
geostatystyce chodzi w³aœnie o to, aby model mo¿liwie
dok³adnie odzwierciedla³ zmiennoœæ wynikaj¹c¹ z danych
Ÿród³owych.

Zanim klikniemy OK w oczekiwaniu na wynik, jeszcze
kilka s³ów na temat, w jaki sposób s¹ obliczane wagi w1,
w2… wn. Jak w wielu innych algorytmach interpolacyjnych
zale¿¹ one od odleg³oœci obserwacji zi od miejsca wartoœci
szacowanej �z. To doœæ oczywiste. Je¿eli u podstaw interpo-
lacji le¿y zjawisko autokorelacji, to zale¿noœæ wag od
odleg³oœci jest tego konsekwencj¹. Istotne pytanie brzmi –
jaka jest ta zale¿noœæ, bo nie jest ona po prostu liniowa.
Otó¿ ta zale¿noœæ jest wyra¿ona kszta³tem wariogramu,
który zosta³ obliczony na bazie obserwacji i u¿yty w proce-
durze krigingu, a œciœlej mówi¹c – modelem wariogramu.
Zak³ada siê, ¿e statystyczna zale¿noœæ stwierdzona pomiê-
dzy obserwacjami, która zosta³a wyra¿ona wariogramem
empirycznym, powinna zachodziæ równie¿ w miejscach,
w których nie zosta³y wykonane obserwacje, czyli w wêz-
³ach siatki interpolacyjnej.

Wagi oblicza siê, rozwi¹zuj¹c równanie macierzowe.
W tym równaniu s¹ wykorzystane nie tylko zale¿noœci
miêdzy obserwacjami z1, z2... zn a wartoœci¹ szacowan¹ �z,
ale równie¿ wzajemne zale¿noœci miêdzy wszystkimi
obserwacjami w zdefiniowanym otoczeniu. W procedurze
krigingu s¹ wykorzystywane wszystkie dostêpne infor-
macje – wartoœci w miejscach obserwacji, ich po³o¿enie
oraz ich wzajemne relacje. Wiêcej informacji z materia³u
pomiarowego nie da siê uzyskaæ. Na ryc. 4 przedstawi³em
schemat ideowy zale¿noœci pomiêdzy modelem wariogra-
mu i otoczeniem wêz³a siatki interpolacyjnej, w którym
przebiega szacowanie wartoœci �z. Zasiêg autokorelacji AR
wyznacza promieñ otoczenia. W szacowaniu wartoœci
bior¹ udzia³ obserwacje: z1, z2, z3 i z4, ale ju¿ nie obserwa-
cje: z5, z6 i z7, bo le¿¹ poza otoczeniem, poza zasiêgiem AR.
Waga w1 potrzebna do obliczenia wp³ywu obserwacji z1 na
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Ryc. 5. Schemat zale¿noœci miêdzy wariogramem i kowariancj¹
Fig. 5. Diagram of the relationship between variogram and cova-
riance function



wartoœæ szacowan¹ zostanie wyznaczona (niebezpoœrednio)
z wartoœci wariogramu �( �z,z1), a ta jest funkcj¹ odleg³oœci
h( �z,z1) (ryc. 4). Ten sam schemat dotyczy wartoœci �(z2,z3).
W procedurze krigingu bêdzie ona wyznaczona z mode-
lu wariogramu na podstawie odleg³oœci h(z2,z3).

Uwa¿nego obserwatora mo¿e niepokoiæ fakt, ¿e gdyby
dos³ownie braæ to, co napisa³em o obliczaniu wag, to mo¿na
by dojœæ do b³êdnego wniosku, ¿e im dalsze s¹ obserwacje,
tym wiêksze wagi, czyli wiêkszy wp³yw obserwacji na
wartoœæ szacowan¹. Jest to sprzeczne z rozs¹dkiem – prze-
cie¿ wartoœci wariogramu rosn¹ wraz z odleg³oœci¹, bo
roœnie statystyczna ró¿nica miêdzy obserwacjami. Aby
mo¿na by³o poprawnie obliczyæ wagi krigingu, nale¿a³oby
raczej zastosowaæ jak¹œ odwrotn¹ zale¿noœæ, czyli funkcjê,
której wartoœci malej¹ wraz z rosn¹c¹ odleg³oœci¹. Nic
prostszego. Wymaga to tylko operacji matematycznej, któ-
rej efektem bêdzie odwrócenie wariogramu wzglêdem linii
poziomej wyznaczonej przez po³owê wariancji. W wyniku
tej operacji uzyskuje siê wykres funkcji (ryc. 5), która jest
niczym innym jak tylko lustrzanym odbiciem wariogramu.

To w³aœnie wartoœci odczytane z tej funkcji s¹ wykorzysty-
wane do obliczania wektora wag w równaniu krigingu.
Niech nam takie wyjaœnienie wystarczy.

WYNIKI I ICH INTERPRETACJA

Mo¿emy wreszcie uruchomiæ procedurê krigingu. Rów-
nania macierzowe dla tysiêcy wêz³ów siatki interpolacyjnej
zostan¹ obliczone w u³amku sekundy. W moim przyk³adzie
grid ma 165 rzêdów i 153 kolumny, czyli 25 245 wêz³ów
siatki interpolacyjnej. Program wykona³ obliczenia dla
19 201 wêz³ów. Pozosta³e wêz³y (6044) nie zosta³y uwzglê-
dnione w obliczeniach, bo w ich otoczeniu nie dokonano
¿adnych obserwacji. W pamiêci komputera zapisa³ siê grid
sk³adaj¹cy siê z 19 201 rzêdów. W ka¿dym rzêdzie za
pomoc¹ wspó³rzêdnych x, y i oszacowanej wartoœci z(x,y)
jest zapisany jeden wêze³ siatki interpolacyjnej. To jest
oczekiwany wynik naszej pracy. Na ryc. 6 przedstawi³em
model mi¹¿szoœci z³o¿a wêgla brunatnego zwizualizowany
za pomoc¹ mapy izoliniowej (contour map). Mapê wy-
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Ryc. 6. Model mi¹¿szoœci z³o¿a wêgla brunatnego [m]
Fig. 6. Model of the thickness of the lignite deposit [m]



pe³ni³em kolorami, korzystaj¹c z jednej z dostêpnych w
programie palet kolorów. Wstawi³em barwn¹ skalê oraz
podzia³kê. To wy³¹cznie kosmetyka maj¹ca na celu
u³atwienie interpretacji modelu. Dla w³aœciwej interpreta-
cji modelu wa¿ne s¹ miejsca, w których dokonano obser-
wacji (tu: otwory). Oznaczy³em je krzy¿ykami. Skomentujê
szerzej ten model. Na mapie (ryc. 6) s¹ widoczne bia³e pla-
my oraz dziwne koliste kszta³ty, szczególnie w pó³nocnej
czêœci mapy. Z doœwiadczenia wiemy, ¿e z³o¿e tak nie
wygl¹da. Bia³e miejsca s¹ tam, gdzie program, nie maj¹c
danych z obserwacji, nie oszacowa³ ¿adnej wartoœci. Jedno-
barwne, koliste kszta³ty to te¿ efekt braku wystarczaj¹cej
iloœci danych. Promieñ ko³a jest równy promieniowi oto-
czenia (tu: 1200 m). Program zgodnie z algorytmem w
ca³ym kole oszacowa³ wartoœæ równ¹ jednej obserwacji.
Bior¹c pod uwagê wzór [1] nie móg³ zrobiæ nic innego.
Zastanówmy siê czy te ko³a i bia³e plamy to wada mapy
albo procedury? Nie, wrêcz przeciwnie, to zaleta. W tych
miejscach program nie obliczy³ wartoœci, bo nie mia³ ¿ad-
nych podstaw do takich obliczeñ. Dziêki naniesionym

krzy¿ykom widaæ, gdzie wystêpuj¹ braki obserwacji i gdzie
model jest przez to niedoskona³y. Ta niedoskona³oœæ modelu
jest dla nas wa¿n¹ informacj¹, wskazuj¹c¹ na deficyty roz-
poznania. Gdyby program w ca³ym obszarze wygenerowa³
³adny model odpowiadaj¹cy naszym oczekiwaniom, to
by³by to model niewiarygodny, czyli z³y.

Spójrzmy teraz na drug¹ mapê (ryc. 7). Jest to mapa
odchylenia standardowego modelu (kriging standard devia-
tion) przedstawionego na ryc. 6. To ten bonus, o którym
wspomnia³em na pocz¹tku, który odró¿nia kriging od nie-
geostatystycznych procedur interpolacyjnych. Mo¿na j¹
te¿ nazwaæ map¹ wiarygodnoœci modelu. Uwaga, jest to
b³¹d teoretyczny. Wartoœci przedstawione na mapie wyni-
kaj¹ z obliczeñ, które s¹ oparte na obserwacjach. Rzeczy-
wisty b³¹d, tak jak rzeczywista zmiennoœæ modelowanego
parametru, jest nieznana i pozostanie nieznana a¿ do
momentu eksploatacji z³o¿a. Dla u³atwienia interpretacji
zastosowa³em têczow¹ skalê barw. Tak jak na ryc. 6 tu rów-
nie¿ krzy¿ykami oznaczy³em otwory rozpoznawcze. Da
siê zauwa¿yæ zale¿noœæ miêdzy gêstoœci¹ opróbowania
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Ryc. 7. Odchylenie standardowe krigingu mi¹¿szoœci z³o¿a wêgla brunatnego [m]
Fig. 7. Kriging standard deviation of the lignite deposit thickness model [m]



a wielkoœci¹ b³êdu modelu. Tam, gdzie obserwacji jest
wiêcej, b³¹d jest mniejszy i odwrotnie. Ró¿nice widaæ
szczególnie w œrodkowej i pó³nocnej czêœci z³o¿a. Naj-
wiêksze wartoœci b³êdu obserwuje siê na zewn¹trz modelu.
To oczywiste, tu nie ma otworów, a wartoœci zosta³y osza-
cowane w wyniku ekstrapolacji. B³¹d szacowania na mapie
przyjmuje wartoœci od 1,5 do 2,6 m. To odchylenie standar-
dowe zatem b³¹d jest pokazany w jednostkach modelu
(tu: w metrach).

B³¹d o najmniejszej wartoœci (w zakresie 1,5–1,6 m)
wystêpuje w obszarach ciemnoniebieskich, czyli tam,
gdzie sieæ otworów jest najgêstsza. Pok³ad wêgla ma w tym
obszarze œrednio 5 m gruboœci, tak wynika z modelu. Je¿eli
odchylenie standardowe modelu ma w tym miejscu war-
toœæ ok. 1,5 m, to znaczy, ¿e gruboœæ pok³adu wêgla mieœci
siê w granicach od 3,5 do 6,5 m. Czy jesteœmy tego pewni?
Statystycznie tak, na poziomie nieca³ych 70%, bo przy-
j¹³em, ¿e wartoœæ oszacowana mieœci siê w granicach +/– 1 �,
czyli w granicach +/– jednego odchylenia standardowego �.
Gdybyœmy chcieli mieæ pewnoœæ stuprocentow¹, to nale-
¿a³oby na podstawie normalnego rozk³adu b³êdu (a nie ma
¿adnych powodów, aby uznaæ, ¿e b³¹d rozk³ada siê inaczej)
przyj¹æ zakres +/– 3 �, bo w rozk³adzie normalnym w tych
granicach mieszcz¹ siê prawie wszystkie wartoœci. No to
proszê bardzo – w miejscu, gdzie model wskazuje M = 5 m,
a odchylenie standardowe tego oszacowania wynosi � = 1,5 m,
mo¿emy stwierdziæ niemal ze stuprocentow¹ dok³adno-
œci¹, ¿e gruboœæ pok³adu mieœci siê w zakresie od 0,5 m do
9,5 m. Teraz jesteœmy wreszcie pewni, ¿e nie pope³niliœmy
b³êdu! Owszem, ale jaka to jest w³aœciwie informacja, ¿e
gruboœæ pok³adu wynosi od 0,5 do 9,5 m? To nie jest dobra
informacja. To tak, jakby kupowaæ mieszkanie o powierz-
chni œrednio 60 m2, ale w granicach od 10 do 150 m2. Dlate-
go porzuæmy stuprocentow¹ pewnoœæ i niech nam starczy
informacja, ¿e w miejscu, gdzie model wskazuje M = 5 m
z prawdopodobieñstwem ok. 70% mi¹¿szoœæ pok³adu
mieœci siê w granicach od 3,5 do 6,5 m, œrednio ma 5 m.
To ju¿ bardzo du¿o informacji. Chcia³bym, aby to mocno
wybrzmia³o. ¯aden model nie pokazuje wartoœci pewnych.
S¹ to wartoœci œrednie i obarczone b³êdem wynikaj¹cym
z niedoskona³oœci obserwacji i z samej metody modelowa-
nia.

W drugim artykule mojego cyklu szeroko rozpisa³em
siê na temat wariancji lokalnej (nugget effect). Wróæmy do
tego problemu. Najmniejsza wartoœæ b³êdu na mapie (ryc. 7)
wynosi � = 1,5 m. Jest to b³¹d modelu w obszarach, gdzie
sieæ obserwacji jest bardzo gêsta. Model jest w tych miej-
scach najbardziej dok³adny, a mimo to nie jest dok³adny.
B³¹d rzêdu 1,5 m dla pok³adu o gruboœci od 3 do 6,5 m to
du¿y b³¹d! Dlaczego jest taki wielki? OdpowiedŸ tkwi w
wariogramie. Z modelu wariogramu odczyta³em wielkoœæ
wariancji lokalnej na poziomie 1,8 m2. To wariancja, wiêc
wystêpuje w jednostkach kwadratowych. Po spierwiastko-
waniu otrzymamy odchylenie standardowe, którego war-
toœæ wynosi � = 1,34 m. Tyle wyniós³by teoretyczny b³¹d
modelu, gdyby sieæ obserwacji by³a bardzo gêsta, znacznie
bardziej gêsta ni¿ ta, któr¹ dysponujemy. Tymczasem
obserwacje u¿yte do modelowania s¹ oddalone od siebie
œrednio o 400 m. Z wariogramu (ryc. 3) mo¿na odczytaæ, ¿e
tylko 28 par obserwacji reprezentuje odleg³oœæ mniejsz¹ od
300 m. Dlatego najmniejszy b³¹d modelu ma wartoœæ wiê-
ksz¹ ni¿ wariancja lokalna, któr¹ odczytaliœmy z wykresu
wariogramu. Ergo – najmniejszy teoretyczny b³¹d modelu

bêdzie zawsze wiêkszy ni¿ odchylenie standardowe
obliczone z wariancji lokalnej. A zatem, informacjê o naj-
mniejszym b³êdzie modelu mamy ju¿ na etapie obliczania
wariogramu! Ju¿ w tym miejscu mo¿emy zdecydowaæ, czy
model o takim b³êdzie jest dla nas interesuj¹cy, czy lepiej
odst¹piæ od wykonywania mapy. Nieco szerzej pisa³em
o tym w drugim artykule cyklu (Naworyta, 2024b).

A w³aœciwie dlaczego ten b³¹d modelu jest tak du¿y?
Jest on prost¹ konsekwencj¹ b³êdów, jakie pope³niono pod-
czas wykonywania obserwacji (oznaczania parametrów na
podstawie rdzeni z otworów rozpoznawczych). Je¿eli
obserwacje, na bazie których wykonujemy model, s¹ obar-
czone b³êdem, to oczywiste jest, ¿e ten b³¹d bêdzie mia³
odbicie w modelu. Co wiêcej, w modelu nie bêdzie on nig-
dy mniejszy ni¿ wariancja lokalna, bêdzie zawsze tylko
wiêkszy. Innymi s³owy, nie mo¿emy siê spodziewaæ, ¿e
pos³uguj¹c siê danymi, które zawieraj¹ w sobie b³¹d, uda
nam siê wykonaæ model, który bêdzie bezb³êdny, albo któ-
rego b³¹d bêdzie mniejszy ni¿ b³¹d obserwacji. To bardzo
wa¿ny wniosek.

Na zakoñczenie powtórzê czynnoœci, bez których nie
wyobra¿am sobie poprawnego modelowania metod¹ kri-
gingu. S¹ to:

� analiza wstêpna danych Ÿród³owych – podstawowe
miary statystyczne;

� analiza rozmieszczenia obserwacji w przestrzeni
(np. otworów);

� obliczenie wariogramu empirycznego i stwierdzenie
istnienia autokorelacji;

� dopasowanie modelu wariogramu do wariogramu
empirycznego oraz wyznaczenie wariancji lokalnej
i zasiêgu autokorelacji (AR);

� zdefiniowanie geometrii siatki interpolacyjnej –
zasiêgu i wielkoœci oczka siatki;

� w procedurze krigingu wyznaczenie otoczenia na
podstawie zasiêgu autokorelacji (AR);

� zdefiniowanie w programie plików wynikowych gri-
du modelu i gridu odchylenia standardowego mode-
lu;

� wizualizacja gridów wynikowych w formie mapy
modelu i b³êdu modelu;

� wnioskowanie o modelowanym zjawisku na podsta-
wie modelu, b³êdu modelu i wariogramu.

W tabeli 1 zestawi³em podstawowe miary statystyczne
modelu w porównaniu do odpowiednich miar danych
Ÿród³owych. Warto zwróciæ uwagê na efekt wyg³adzania
zaznaczaj¹cy siê w wartoœciach skrajnych, wariancji i od-
chyleniu standardowym po interpolacji. Takie zestawienie
pozwala oszacowaæ, z jak¹ dok³adnoœci¹ model odzwier-
ciedla zmiennoœæ danych Ÿród³owych. W tabeli 1 wyraŸnie
ró¿ni¹ siê miary rozrzutu – wariancja i odchylenie standar-
dowe. Du¿e ró¿nice mog¹ wynikaæ z niedoskona³oœci modelu
w obszarach o niewielkiej liczbie danych oraz w miejscach,
gdzie model zosta³ wykonany metod¹ ekstrapolacji, czyli
na zewn¹trz, poza obszarem otworów rozpoznawczych.

PODSUMOWANIE

W trzyczêœciowym cyklu artyku³ów, który w zamyœle
mia³ byæ przewodnikiem praktycznym, nakreœli³em tylko
najwa¿niejsze problemy stosowania metod geostatystycz-
nych. Celowo i œwiadomie pomin¹³em pewne zagadnienia,
od których naukê geostatystyki zwyczajowo siê zaczyna.
Nie wspomnia³em o za³o¿eniu stacjonarnoœci, o wystêpo-
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waniu i wp³ywie trendu w danych Ÿród³owych, wystêpowa-
niu i znaczeniu wartoœci odstaj¹cych (outliers) w zbiorze
danych. Nie wspomnia³em ani s³owem o zmiennoœci kie-
runkowej oraz o innych formach krigingu, a przecie¿ jest
jeszcze kriging uniwersalny, cokriging, kriging indykato-
rowy i inne. Ca³y osobny artyku³ mo¿na poœwiêciæ samej
tylko symulacji geostatystycznej.

Obawiam siê, ¿e pominiêcie za³o¿eñ stacjonarnoœci
bêdzie mi poczytane przez konserwatystów za b³¹d kardy-
nalny. Mam tego œwiadomoœæ i biorê to ryzyko na siebie.
Celowo to omin¹³em, podkreœlaj¹c tylko praktyczne
zagadnienia, z jakimi amator modelowania musi siê zazna-
jomiæ, aby móg³ œwiadomie sterowaæ programem i nie
musia³ korzystaæ z opcji skip to end, któr¹ autorzy oprogra-
mowania przygotowali jako ko³o ratunkowe dla laików.
Samodzielne poznanie podstaw geostatystyki z podrêczni-
ków jest doœæ trudne i czasoch³onne. Nie da siê tego rów-
nie¿ nauczyæ, korzystaj¹c z instrukcji obs³ugi programów
geostatystycznych. Sam kilkukrotnie uczestniczy³em w de-
dykowanych szkoleniach w firmie Geovariances we Fran-
cji i jestem œwiadomy, ¿e niektóre wysublimowane opcje
pakietu Isatis pozna³em zaledwie powierzchownie. Stojê

twardo na stanowisku, ¿e nauka nie jest po to, aby utrud-
niaæ ludziom ¿ycie, a rol¹ naukowca nie jest udowadnianie
innym, ¿e nauka i wiedza to nie jest coœ dla rozmaitych
Puchatków i Prosiaczków, jak to w monologu K³apouche-
go wspaniale wyrazi³ Milne (1926). Wrêcz przeciwnie –
narzêdzia wypracowane przez naukowców powinny siê
nadawaæ do stosowania równie¿ przez laików. Mam
nadziejê, ¿e mój cykl artyku³ów przyda siê komuœ i pozwo-
li zrozumieæ pewne, nie do koñca intuicyjne, meandry geo-
statystyki. Marzy mi siê, aby Czytelnik, podobnie jak ja,
gdy to wszystko wreszcie zrozumia³em, móg³ zakrzykn¹æ:
Ale¿ to proste!
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Tab. 1. Porównanie wybranych miar statystycznych danych Ÿród³owych i modelu gruboœci pok³adu wêgla brunatnego
Table 1. Comparison of selected statistical measures of source data and the lignite seam thickness model

Miara

Measure

Dane Ÿród³owe

Source Data

Model

Model

Liczba otworów/wêz³ów siatki / Number of holes/mesh nodes 131 19 201

Wartoœæ minimalna [m] / Minimum value [m] 0,2 0,2

Wartoœæ maksymalna [m] / Maximum value [m] 8,5 6,24

Œrednia [m] / Average [m] 3,89 3,199

Mediana [m] / Median [m] 3,9 3,07

Wariancja [m2] / Variance [m2] 4,31 1,68

Odchylenie standardowe [m] / Standard deviation [m] 2,08 1,297

Zakres [m] / Range [m] 8,3 6,04


