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Abstract Geostatistical tools are useful and even necessary in many fields, not only in geology. The obstacle to
their widespread use is the seemingly difficult mathematical foundations with which the teaching of the subject usu-
ally begins. Many years of experience and observations allow me to claim that even if geostatistical methods are
used, they are often incomplete and imperfect. In a series of three articles, I would like to introduce potential
non-mathematicians to the most important methods and tools from the arsenal of spatial statistics and how to use
them properly. Iwill indicate the areas where they can be used, explain whether they can always be used, show what
decisions should be made during calculations and how to interpret the obtained results. It will not be a compen-

dium, but rather a pocket guide facilitating the readers first contact with geostatistics. In the third article of my
series, [ will present the kriging procedure — an interpolation method based on geostatistical assumptions. 1 will list the most important
activities and decisions that need to be made when using this method. Creating a model using the kriging method is the basic goal
of using geostatistical methods, so in this article  will make extensive use of the content I presented earlier, from interpolation through
autocorrelations to the variogram. The latter serves as an important tool in kriging. Using the example of a lignite deposit model, I will

show how to interpret the model and the model credibility map.
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Geostatystyka to nie filozofia, stuzy bardzo konkret-
nym celom. Efektem koncowym jest mapa. Brzmi banal-
nie, ale to prawda. Od poczatku chodzi wylacznie o to, aby
z danych, ktorych zwykle jest za mato, pochodza z nieregu-
larnej sieci otworow albo np. probek glebowych, a w dodatku
nie sa bezbtedne, wykona¢ mapg zmiennosci interesujacego
nas zjawiska. Ta mapa ma nie$¢ informacjg, ktora moze
by¢ podstawa do podejmowania waznych decyzji inwesty-
cyjnych Iub naukowych, dlatego powinna przedstawiaé
zjawisko mozliwie doktadnie, bo od tej doktadnosci bedzie
zaleze¢ trafno$¢ podejmowanych decyzji. Zamiast stowo
mapa powinienem wilasciwie uzywac pojecia model. To
lepsza nazwa, bo kreslenie mapy na podstawie dyskretnych
punktowych probek to modelowanie, nie majace wiele
wspolnego z kartografia.

Model ztoza moze by¢ przydatny na dtugo przed podje-
ciem decyzji o eksploatacji kopaliny. Moze postuzy¢ w
procesie wyceny zasobow, a ta moze by¢ podwalina zasta-
wu hipotecznego, dzigki ktéremu inwestor pozyska kredyt.
Na podstawie modelu ztoza mozna opracowac¢ dokumenty
stuzace jego zagospodarowaniu: prefeasibility study, feasi-
bility study, bussines plan, projekt zagospodarowania
ztoza, plan ruchu. To tylko wybrane przyktady z gérnictwa,
wskazujace na znaczenie modelu ztoza. Model, mimo
wszystkich wad i ograniczen wynikajacych z niedosko-
natosci danych zrodtowych, powinien by¢ mozliwie naj-
bardziej doktadny. Dlatego wlasnie tracimy tyle czasu, aby
opracowa¢ najlepszy, najdokladniejszy model interesu-
jacego nas zjawiska. Szerzej o meandrach modelowania
wypowiedziatem si¢ we wczesniejszej publikacji (Nawory-
ta, 2017).

Ten artykul nie zostal pomyslany jako instrukcja
obstugi konkretnego programu geostatystycznego, dlatego
nie bede przywolywat procedur wystgpujacych w poszcze-
gblnych programach. Zamiarem moim jest nakreslenie
pewnego schematu postgpowania, ktory cechuje metode
a nie konkretny program. Schemat ten jest wspolny dla

wszystkich programéw, ktore korzystaja z metod opartych
na zatozeniach geostatystycznych. Ja sam korzystam z pro-
gramow Surfer (Golden Software) 1 Isatis (Geovariances).
Ten pierwszy jest bardziej uniwersalny, a drugi specjali-
styczny 1 wyposazony w wiele typowo geostatystycznych
narzedzi, czgsto bardzo wysublimowanych. Jeden i drugi
umozliwia przeprowadzenie analiz, o ktérych mowa w moim
tekscie. Rysunki w tym artykule w wigkszo$ci zostaly
wykonane w programie Surfer.

Pierwszy artykut mojego cyklu w duzej mierze po§wig-
citem interpolacji. Dzisiaj temat ten rozszerzg, koncentrujac
si¢ na interpolacji metoda krigingu, czyli sztandarowej
metodzie z arsenatu geostatystyki. Jest wiele powodow, dla
ktorych kriging mozna uznaé¢ za metodg lepsza niz inne
niegeostatystyczne metody interpolacji. Tytul artykulu
zwalnia mnie jednak z konieczno$ci udowadniania tej wyz-
szo$ci przez odwolywanie si¢ do aparatu matematycznego.
Czytelnikowi niech wystarczy argument, ze w wyniku
modelowania metoda krigingu oprécz modelu zmiennosci
parametru otrzymuje si¢ swoisty bonus w postaci mapy
btedu tego modelu. Otrzymujemy model oraz informacjg,
naile ten model jest wiarygodny. Ale o tym potem. Jezeli to
ma by¢ przewodnik praktyczny, to zacznijmy od poczatku.

WSTEPNA ANALIZA DANYCH

Zanim zaimportujemy dane do programu i klikniemy
OK albo skip to end, powinni§my si¢ im krytycznie przyj-
rze¢. To arcywazna czynnosc¢, ktora pozwoli nam uniknaé
powaznych btedéw juz na samym poczatku pracy. Nie wol-
no jej pominaé. W swojej praktyce wielokrotnie bole$nie
przekonatem si¢ o tym, zwlaszcza wtedy, gdy zachwycajac
si¢ modelem dostrzegatem kardynalne btedy wynikajace
z niedostatecznej wstgpnej analizy materialu pomiarowego.

Dobrze jest policzy¢ najwazniejsze miary statystyczne,
czyli: $rednia, odchylenie standardowe, najwyzsza i naj-
nizsza wartos¢, ale takze liczbg obserwacji, pamigtajac o tym,
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ze w przypadku badan geologicznych nie zawsze kazdy
parametr ztoza zostal oznaczony w kazdym otworze.
Mozna to wykona¢ w Excelu, ktory oferuje wszystkie te
funkcje. To na poczatek wystarczy. Mozna tez spojrze¢ na
histogram, z ktoérego na pierwszy rzut oka da si¢ odczytac
najwazniejsze cechy statystyczne zbioru danych. Wymie-
nione przeze mnie programy do modelowania dysponuja
modutem statystycznym, za pomocg ktorego bez wigk-
szych trudnos$ci da si¢ odczytaé dziesiatki miar statystycz-
nych. Dla nas w zupelos$ci wystarcza te podstawowe.
Oproécz analizy statystycznej dobrze jest si¢ przyjrzec, jak
wyglada sie¢ otworéw (oprobowania) w przestrzeni.

Na ryc. 1 przedstawitem mapg otworéw odwierconych
w ztozach wegla brunatnego. Skupione sa one w dwoch
wyraznie oddzielonych od siebie grupach. Dane byty
zestawione w jednej tabeli. Gdybym nie wykonat tej mapy,
to rozpatrywatbym je jako jedno ztoze. Nie wolno mi tego
robi¢. Wyraznie wida¢, ze chodzi o dwa osobne byty geolo-
giczne. Gdybym pominat analiz¢ danych i wykonal model,
to cechy jednego ze zt6z bytyby wykorzystane do modelo-
wania drugiego i odwrotnie. A przeciez nie ma fizycznych
przestanek, aby takie wzajemne oddziatywanie mogto
mie¢ miejsce.

Na ryc. 2. otwory wywiercone w ztozu wegla bru-
natnego sa rozmieszczone nieregularnie. Sie¢ otworow w
poéinocnej czgsci ztoza jest wyraznie rzadsza niz ta w czgsci
srodkowej. Odlegto$¢ migdzy otworami znaczaco odstaje
od $redniej. Z pewnoscia jest tego jakis powod. Gdy sig
przyjrze¢ danym blizej, to okaze sig, ze w wielu otworach,
a szczegolnie tych na poétnocy, nie oznaczono parametrow
jakosciowych wegla. Na mapie pokazalem etykiety warto-
Sci opatowej przy otworach, gdzie ten najwazniejszy para-
metr paliwa kopalnego zostat oznaczony. Tych pomiarow
jest znacznie mniej niz otwordéw. We wszystkich otworach
oznaczono tylko parametry strukturalne poktadu, tj. rzgdne
stropu i spagu. Powdd okazat si¢ banalny. W czgsci pdinoc-
nej poktad jest tak cienki, ze nie oplaca si¢ go wydobywac,
a jezeli tak, to nie ma powodow, aby w takich otworach

wykonywa¢ kosztowne oznaczenia jakosci kopaliny (por.
ryc. 6). Takie informacje nalezy dostrzec juz na poczatku,
zanim przejdziemy do procesu modelowania.

Z przedstawionych map mozna tez odczytac, jaka jest
najmniejsza, $rednia i najwigksza odlegto$¢ migdzy otwo-
rami. To w analizach geostatystycznych informacja bardzo
istotna. Na ryc. 2 tylko kilka otwordéw jest oddalonych od
siebie o odlegtos¢ mniejsza niz $rednia odlegltos¢ miedzy
otworami, ktora tu wynosi ok. 400 m. Na ich podstawie
bedzie mozna oszacowa¢ warto$¢ wariancji lokalnej
(nugget effect). Zwrocg na to uwagg, analizujac wario-
gram. W ramach wstegpnej analizy danych dobrze jest
poznacd ich zakres, czyli rozpigto$¢ wartosci — od najmniej-
szych do najwigkszych. Oczekujemy, ze w wykonanym
przez nas modelu te warto$ci beda reprezentowane. Niestety,
efekt wygtadzania (smoothing effect), typowy dla wszyst-
kich metod interpolacyjnych, sprawi, ze w modelu bgda
one mialy mniejszy zakres. Warto$¢ najmniejsza bedzie
nieco wigksza niz w danych wyjsciowych, a najwigksza
bedzie miata mniejsza warto$¢. Efekt wygladzania i jego
zrodta opisatem w pierwszym artykule cyklu (Naworyta,
2024a). Bez wstepnej obserwacji danych nie bedziemy
tego wiedzie¢, a to przeciez bardzo wazna informacja.
Model powinien by¢ mozliwie wierny danym zrédtowym.
Nie bedzie, ale powinnismy by¢ tego $wiadomi.

WARIOGRAM I MODEL WARIOGRAMU

Po wstgpnej analizie danych mozna przejs¢ do dalszych
czynnosci. Wykonujemy wariogram (ryc. 3). Z wykresu
dowiadujemy sig, czy wystepuje autokorelacja i czy w zwiazku
z tym dalsze czynno$ci zwigzane z modelowaniem maja
sens. Jesli tak, to do wariogramu empirycznego nalezy
dopasowa¢ model, z ktérego odczytamy najwazniejsze
parametry: warto§¢ wariancji lokalnej (nugget effect) oraz
zasigg autokorelacji (autocorrelation range — AR). Pojecia
te szerzej skomentowatem w drugim artykule mojego
cyklu (Naworyta, 2024b). Na wariogramie, ktory postuzy
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Rye. 1. Mapa otwordéw rozpoznawczych dwoch sasiadujacych zt6z
Fig. 1. Map of geological boreholes for two adjacent deposits
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Ryec. 2. Przyktad rozmieszczenia otwordw rozpoznawczych w ztozu wegla brunatnego
Fig. 2. Example of the arrangement of geological boreholes on a lignite deposit

do modelowania migzszo$ci poktadu ztoza wegla brunat-
nego (ryc. 3) warto$¢ wariancji lokalnej wynosi 6° = 1,8 m?,
a zasigg autokorelacji AR = 1700 m. Obok punktow repre-
zentujacych warto§ci wariogramu empirycznego wystg-
puja liczby. Informuja one, ile par obserwacji wzigto udziat
w obliczaniu tych konkretnych warto$ci. Zwro¢my uwage
na punkt najblizszy osi pionowej. Tylko 4 pary zostaly
wykorzystane do obliczenia wartosci wariogramu dla
odlegtosci wynoszacej w przyblizeniu # = 100 m. To bar-
dzo mato i statystyczna warto$¢ takiego obliczenia jest zni-
koma. Mimo to w tym konkretnym przypadku punkt ten
doskonale wpisuje si¢ w trend. Cztery punkty z zakresu
odlegtosci od #=0 m do 4 =500 m leza niemal w linii pro-
stej. Dopasowany model sferyczny prawie doktadnie
pokrywa sig¢ z potozeniem tych punktow. Nie jest to jednak
reguta. Wlasnie tu, na poczatku wariogramu, gdzie wystg-
puje niewiele par reprezentujacych najmniejsze odleglosci
migdzy obserwacjami, warto§¢ wariogramu czgsto odbiega
od gtownego trendu. Nie nalezy si¢ tym szczego6lnie przej-
mowa¢. Model wariogramu trzeba dopasowaé tak, aby

reprezentowal glowny trend wyznaczony przez punkty
wariogramu empirycznego, obliczone na podstawie wigk-
szej liczby par. Dobrze jest jednak wyswietli¢ na wariogra-
mie liczbg par, aby wiedzie¢, jak statystycznie istotne sa
poszczegdlne wartosci wariogramu, szczegoélnie te dla
matych odlegloéci 4, bo bliskich obserwacji zwykle jest
niewiele.

INTERPOLACJA METODA KRIGINGU

Teraz mozna przej$¢ do wlasciwej interpolacji metoda
krigingu. Jest wiele odmian tej metody. Opisywana przeze
mnie to kriging zwyczajny (ordinary kriging). W pierw-
szym kroku nalezy zdefiniowa¢ siatkg interpolacyjna
(grid). Programy geostatystyczne najczgsciej podpowia-
daja operatorowi geometri¢ gridu, wzorujac si¢ na roz-
mieszczeniu danych w przestrzeni. Najczgsciej zasigg
gridu odpowiada skrajnym wspotrzegdnym obserwacji.
W wyniku automatycznego dopasowania siatki do danych
skrajne obserwacje beda lezaty na krawedziach mapy.
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datna w praktyce modelowania. Jezeli
bedziemy chcieli wykonywac operacje
matematyczne na gridach, to siatki inter-
polacyjne biorace udziat w operacjach
musza by¢ pod wzgledem rozmiaréw
identyczne. Wigcej informacji na temat
gridu zamie$citem w pierwszym artykule
cyklu (Naworyta, 2024a).

Mamy siatke interpolacyjna, wario-
gram i model wariogramu — mozemy
przejs¢ dalej. Importowanie danych
zostato juz wykonane, bo na ich podsta-
wie program zaproponowal geometri¢
siatki interpolacyjnej. W nastgpnym kro-
ku trzeba zaimportowa¢ wariogram, a ra-
czej model wariogramu, ktory wczesniej
zostal dopasowany do wariogramu empi-
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Ryec. 3. Wariogram empiryczny migzszosci poktadu ztoza wegla brunatnego z dopaso-

wanym modelem (niebieska linia)

Fig. 3. Empirical variogram of the thickness of the lignite deposit with the fitted model

(blue line)

Naryc. 1 12 kolorem czerwonym oznaczytem obserwacje,
ktore leza na krawedziach mapy. Aby tego uniknaé, mozna
rozszerzy¢ siatke interpolacyjna na wschdd, zachod, potnoc
i potudnie. Wtedy wszystkie miejsca poboru probek beda
lezaly wewnatrz wykonywanej przez nas mapy. Dobrze jest
tez zadbac o to, aby odlegto$¢ w kierunkach X1 Y byta wie-
lokrotno$cia rozmiaru oczka siatki interpolacyjnej. Jezeli
rozmiar pojedynczego oczka siatki interpolacyjnej ustalimy
na 50 x 50 m, to rozpigtos¢ siatki w obydwu kierunkach
powinna by¢ podzielna przez 50. To kosmetyka, ale przy-

nie zaimportujemy naszego modelu, to
program zrobi to za nas, ale bedzie to
model liniowy, nie oddajacy rzeczy-
wistej zmienno$ci danych zrodtowych.
W kolejnym kroku padnie wazne pytanie
o0 otoczenie (neighbourhood, search
ellipse). Niezaleznie od tego, jak to zosta-
nie nazwane, chodzi o otoczenie, najcze$ciej w granicach
okregu, rzadziej elipsy, wokot pojedynczego wezta siatki
interpolacyjnej. Do estymacji wartosci w wezle siatki
interpolacyjnej program wykorzysta tylko obserwacje znaj-
dujace si¢ wewnatrz zdefiniowanego przez nas otoczenia.
To zagadnienie powinienem doktadniej wyjasni¢. Wybranie
zakresu otoczenia wymaga od nas $wiadomej decyzji. Na
ryc. 4 pokazatem ideg krigingu. Rysunek niesie wiele
informacji, ale skoncentrujmy si¢ teraz na zdefiniowaniu
samego otoczenia. Nie wchodzac w szczegdty matematycznej
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Ryec. 4. Schemat ilustrujacy zastosowanie informacji z wariogramu w procedurze szacowania metoda krigingu
Fig. 4. A diagram illustrating the use of information from a variogram in the kriging estimation procedure
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kuchni krigingu, czego na tamach niniejszego artykutlu
szczegolnie nie wolno mi robié, idea krigingu sprowadza
si¢ do tego, aby wyliczy¢ wartosci wag w;, ktore prze-
mnozone przez warto$ci obserwacji z; pozwola na oszaco-
wanie warto$ci w wezle siatki interpolacyjnej Z wedtug
prostego wzoru:

Z=wiz, +w,z, +...+w,z, [1]

iw, =1 [2]

Nalezy zada¢ pytanie, kiedy oszacowanie wartosci
bedzie doktadniejsze — czy gdy do interpolacji wykorzy-
stamy wigcej obserwacji z;, czy gdy bedzie ich mniej?
Pytanie to mozna postawi¢ inaczej, bardziej precyzyjnie —
ktore obserwacje powinny bra¢ udzial w obliczeniach?
Ot6z tylko te, ktore leza w zasiggu autokorelacji 2 = AR.
Tylko one przeciez maja jakis zwiazek, jakas relacje z wiel-
kos$cia szacowana. Jezeli obserwacje z; w stosunku do war-
tosci szacowanej leza poza zasiggiem autokorelacji, to w
stosunku do niej sa niezalezne, sa losowe. Wigcej o autoko-
relacji napisatem w pierwszym artykule cyklu (Naworyta,
2024a). Promien otoczenia nalezy odczyta¢ z modelu
wariogramu, jest to zasigg autokorelacji # = AR, czyli
odlegtosé, ktora sami wybraliSmy, aby dopasowac¢ model
do wariogramu empirycznego. W wariogramie na ryc. 3
zasigg autokorelacji wynosi AR = 1700 m. W programach,
ktore stosuje¢, wielko$¢ otoczenia nie przenosi si¢ automa-
tycznie z wariogramu do procedury krigingu. Bardzo
dobrze, bo w tym obszarze operator powinien mie¢ wolna
reke. Definiujac otoczenie krigingu, wpisuj¢ na ogot wiel-
ko$¢ mniejsza od AR przynajmniej o ok. 30%. Dlaczego?
Bo zaleznos¢ par obserwacji odlegtych od siebie o odlegtos¢
réwna AR jest bliska losowej. Spojrzmy na wariogram na
ryc. 3. Wartosci wariogramu dla odlegtosci od /= 1200 do
h = 1700 m sa bliskie wariancji wyznaczonej pozioma,
przerywana linig. Lepiej bedzie, gdy do szacowania warto-
$ci w weztach siatki interpolacyjnej zostana uzyte obser-
wacje blizsze. Tu trzeba wypracowaé swoj wlasny ztoty
srodek. Moze sig okaza¢, ze tych obserwacji blizszych nie
jest zbyt wiele, wigc duze zawegzanie zakresu otoczenia tez
nie jest wskazane. Jedno jest pewne — obserwacje odlegte
od miejsca szacowania o odlegltos¢ wigksza od AR nie
powinny by¢ w ogoéle brane pod uwagg.

A co sig stanie, gdy zdefiniujemy zasigg bardzo szero-
ko albo uzyjemy wszystkich obserwacji do szacowania
kazdego wezta siatki? Czy wynik procedury krigingu
bedzie catkiem zty? Nie, bedzie nieco gorszy, ale nie
bedzie catkiem zly. Zawsze przeciez najwigksze wagi beda
przypisane do obserwacji najblizszych, pozostate, dalsze
obserwacje beda miaty znikomy wplyw, ale jednak nieze-
rowy. Z logicznego zalozenia metody wynika, ze suma wag
zawsze powinna wynies¢ 1 [2]. Gdyby byta wigksza od 1 to
warto$¢ oszacowana bytaby przeszacowana, a gdyby suma
wag byla mniejsza od 1, to warto$¢ bytaby niedoszacowa-
na. Warto$¢ 1 ma tu wymiar 100%. Kazda obserwacja prze-
mnozona przez wage wnosi jaki$ udziat do oszacowania
wartosci, razem wnosza 100%. Wynika z tego, ze te
odleglte i liczne obserwacje blednie albo nieswiadomie
uzyte do estymacji, lezace poza zasiggiem autokorelacji AR
beda miatly przypisane mate wartosci wag, bliskie zeru, bo
suma wszystkich wag musi by¢ rowna 1. Jezeli tak, to po
co je w ogole uwzglednia¢ w obliczeniach? Efektem

negatywnym nadmiernego rozszerzenia otoczenia bedzie
pewne dodatkowe wygladzenie modelu, wystapi rodzaj
usrednienia wartos$ci szacowanych. W opozycji do tego,
jesli ograniczymy promien otoczenia do odlegtosci mniej-
szej nawet niz AR, to model bedzie bardziej zréznicowany.
Wyrazniejsze beda lokalne réznice. A przeciez w calej tej
geostatystyce chodzi wlasnie o to, aby model mozliwie
doktadnie odzwierciedlal zmienno$¢ wynikajaca z danych
zrodtowych.

Zanim klikniemy OK w oczekiwaniu na wynik, jeszcze
kilka stow na temat, w jaki sposob sa obliczane wagi w,
w;... w,. Jak w wielu innych algorytmach interpolacyjnych
zaleza one od odleglosci obserwacji z; od miejsca wartosci
szacowanej z. To do$¢ oczywiste. Jezeli u podstaw interpo-
lacji lezy zjawisko autokorelacji, to zalezno$¢ wag od
odlegtosci jest tego konsekwencja. Istotne pytanie brzmi —
jaka jest ta zalezno$¢, bo nie jest ona po prostu liniowa.
Otoz ta zalezno$¢ jest wyrazona ksztattem wariogramu,
ktory zostal obliczony na bazie obserwacji i uzyty w proce-
durze krigingu, a $cislej moéwiac — modelem wariogramu.
Zaktada sig, ze statystyczna zalezno$¢ stwierdzona pomig-
dzy obserwacjami, ktora zostata wyrazona wariogramem
empirycznym, powinna zachodzi¢ rowniez w miejscach,
w ktorych nie zostalty wykonane obserwacje, czyli w wez-
tach siatki interpolacyjne;j.

Wagi oblicza si¢, rozwiazujac réwnanie macierzowe.
W tym rownaniu sa wykorzystane nie tylko zalezno$ci
migdzy obserwacjami z,, z,... z, a warto§cia szacowana z,
ale rowniez wzajemne zalezno$ci migdzy wszystkimi
obserwacjami w zdefiniowanym otoczeniu. W procedurze
krigingu sa wykorzystywane wszystkie dostgpne infor-
macje — wartosci w miejscach obserwacji, ich polozenie
oraz ich wzajemne relacje. Wigcej informacji z materiatu
pomiarowego nie da si¢ uzyskac. Na ryc. 4 przedstawilem
schemat ideowy zaleznosci pomig¢dzy modelem wariogra-
mu i otoczeniem wezta siatki interpolacyjnej, w ktérym
przebiega szacowanie wartosci Z. Zasigg autokorelacji AR
wyznacza promien otoczenia. W szacowaniu wartosci
biora udziat obserwacje: z;, z,, z; i z,, ale juz nie obserwa-
cje: zs, z4 127, bo leza poza otoczeniem, poza zasiggiem AR.
Waga w; potrzebna do obliczenia wptywu obserwacji z; na

(h) - wariogram
¥ variogram

(h) - kowariancja
P covariance function

Odlegtos¢ h / Lag Distance

Rye. 5. Schemat zaleznosci migdzy wariogramem i kowariancja
Fig. 5. Diagram of the relationship between variogram and cova-
riance function
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warto$¢ szacowang zostanie wyznaczona (niebezposrednio)
z warto$ci wariogramu Y(Z,z,), a ta jest funkcja odlegtosci
h(Z,z;) (ryc. 4). Ten sam schemat dotyczy wartosci Y(z,,z;).
W procedurze krigingu bgdzie ona wyznaczona z mode-
Iu wariogramu na podstawie odlegtosci /(z5,z3).
Uwaznego obserwatora moze niepokoié fakt, ze gdyby
dostownie brac to, co napisatem o obliczaniu wag, to mozna
by dojs¢ do btednego wniosku, ze im dalsze sa obserwacje,
tym wigksze wagi, czyli wigkszy wplyw obserwacji na
warto$¢ szacowana. Jest to sprzeczne z rozsadkiem — prze-
ciez wartosci wariogramu rosng wraz z odlegloscia, bo
ro$nie statystyczna rdznica migdzy obserwacjami. Aby
mozna byto poprawnie obliczy¢ wagi krigingu, nalezatoby
raczej zastosowac jakas$ odwrotna zaleznos$¢, czyli funkcje,
ktorej warto$ci maleja wraz z rosnaca odlegloscia. Nic
prostszego. Wymaga to tylko operacji matematycznej, kto-
rej efektem bedzie odwrdcenie wariogramu wzgledem linii
poziomej wyznaczonej przez potowg wariancji. W wyniku
tej operacji uzyskuje si¢ wykres funkcji (ryc. 5), ktora jest
niczym innym jak tylko lustrzanym odbiciem wariogramu.

To wlasnie wartosci odczytane z tej funkcji sa wykorzysty-
wane do obliczania wektora wag w réwnaniu krigingu.
Niech nam takie wyjasnienie wystarczy.

WYNIKI I ICH INTERPRETACJA

Mozemy wreszcie uruchomic¢ procedure krigingu. Réw-
nania macierzowe dla tysiecy weztow siatki interpolacyjnej
zostang obliczone w utamku sekundy. W moim przyktadzie
grid ma 165 rzedow i 153 kolumny, czyli 25 245 weztow
siatki interpolacyjnej. Program wykonat obliczenia dla
19 201 weztow. Pozostate wezty (6044) nie zostaty uwzgle-
dnione w obliczeniach, bo w ich otoczeniu nie dokonano
zadnych obserwacji. W pamigci komputera zapisal si¢ grid
sktadajacy si¢ z 19 201 rzedow. W kazdym rzedzie za
pomoca wspotrzednych x, y 1 oszacowanej wartosci z(x,y)
jest zapisany jeden wezel siatki interpolacyjnej. To jest
oczekiwany wynik naszej pracy. Na ryc. 6 przedstawitem
model miazszosci ztoza wegla brunatnego zwizualizowany
za pomoca mapy izoliniowej (contour map). Mapg wy-
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Ryec. 6. Model miazszo$ci zloza wegla brunatnego [m]
Fig. 6. Model of the thickness of the lignite deposit [m]
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petnitem kolorami, korzystajac z jednej z dostgpnych w
programie palet koloréw. Wstawitem barwna skalg oraz
podziatkg. To wylacznie kosmetyka majaca na celu
ulatwienie interpretacji modelu. Dla wiasciwej interpreta-
cji modelu wazne sa miejsca, w ktoérych dokonano obser-
wagcji (tu: otwory). Oznaczytem je krzyzykami. Skomentuj¢
szerzej ten model. Na mapie (ryc. 6) sa widoczne bialte pla-
my oraz dziwne koliste ksztalty, szczegdlnie w potnocne;j
czgdei mapy. Z doswiadczenia wiemy, ze ztoze tak nie
wyglada. Biate miejsca sa tam, gdzie program, nie majac
danych z obserwacji, nie oszacowat zadnej warto$ci. Jedno-
barwne, koliste ksztalty to tez efekt braku wystarczajace;j
ilosci danych. Promien kota jest rowny promieniowi oto-
czenia (tu: 1200 m). Program zgodnie z algorytmem w
catym kole oszacowal warto$§¢ rowna jednej obserwacji.
Biorac pod uwagg wzor [1] nie mogt zrobi¢ nic innego.
Zastandbwmy si¢ czy te kota i biate plamy to wada mapy
albo procedury? Nie, wregcz przeciwnie, to zaleta. W tych
miejscach program nie obliczyt warto$ci, bo nie miat zad-
nych podstaw do takich obliczen. Dzigki naniesionym

krzyzykom widac, gdzie wystgpuja braki obserwacji i gdzie
model jest przez to niedoskonaly. Ta niedoskonato$¢ modelu
jest dla nas wazna informacja, wskazujaca na deficyty roz-
poznania. Gdyby program w caltym obszarze wygenerowat
tadny model odpowiadajacy naszym oczekiwaniom, to
bylby to model niewiarygodny, czyli zty.

Spojrzmy teraz na druga mapg (ryc. 7). Jest to mapa
odchylenia standardowego modelu (kriging standard devia-
tion) przedstawionego na ryc. 6. To ten bonus, o ktorym
wspomniatem na poczatku, ktéry odréznia kriging od nie-
geostatystycznych procedur interpolacyjnych. Mozna ja
tez nazwa¢ mapa wiarygodnos$ci modelu. Uwaga, jest to
btad teoretyczny. Warto$ci przedstawione na mapie wyni-
kaja z obliczen, ktore sa oparte na obserwacjach. Rzeczy-
wisty btad, tak jak rzeczywista zmienno$¢ modelowanego
parametru, jest nieznana i pozostanie nieznana az do
momentu eksploatacji ztoza. Dla utatwienia interpretacji
zastosowatem teczowa skalg barw. Tak jak naryc. 6 tu row-
niez krzyzykami oznaczytem otwory rozpoznawcze. Da
sig¢ zauwazy¢ zalezno$¢ migdzy gestosScia oprobowania
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Ryec. 7. Odchylenie standardowe krigingu miazszos$ci ztoza wegla brunatnego [m]
Fig. 7. Kriging standard deviation of the lignite deposit thickness model [m]
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a wielkoscia btgdu modelu. Tam, gdzie obserwacji jest
wigcej, btad jest mniejszy i odwrotnie. Réznice widaé
szczegolnie w $rodkowej i potnocnej czgsci zloza. Naj-
wigksze warto$ci bigdu obserwuje si¢ na zewnatrz modelu.
To oczywiste, tu nie ma otwordow, a wartosci zostaty osza-
cowane w wyniku ekstrapolacji. Blad szacowania na mapie
przyjmuje wartosci od 1,5 do 2,6 m. To odchylenie standar-
dowe zatem btad jest pokazany w jednostkach modelu
(tu: w metrach).

Btad o najmniejszej wartosci (w zakresie 1,5-1,6 m)
wystepuje w obszarach ciemnoniebieskich, czyli tam,
gdzie sie¢ otworow jest najgestsza. Poktad wegla ma w tym
obszarze $rednio 5 m grubosci, tak wynika z modelu. Jezeli
odchylenie standardowe modelu ma w tym miejscu war-
tos¢ ok. 1,5 m, to znaczy, ze grubos$¢ poktadu wegla miesci
si¢ w granicach od 3,5 do 6,5 m. Czy jeste$my tego pewni?
Statystycznie tak, na poziomie niecalych 70%, bo przy-
jatem, ze warto$¢ oszacowana miesci si¢ w granicach +/— 1 o,
czyli w granicach +/—jednego odchylenia standardowego ©.
Gdybysmy chcieli mie¢ pewnos¢ stuprocentowa, to nale-
zatoby na podstawie normalnego rozktadu btedu (a nie ma
zadnych powoddw, aby uznad, ze btad rozktada si¢ inaczej)
przyjaé zakres +/— 3 o, bo w rozkladzie normalnym w tych
granicach mieszcza si¢ prawie wszystkie wartosci. No to
proszg bardzo — w miejscu, gdzie model wskazuje M =5m,
a odchylenie standardowe tego oszacowania wynosi 6 = 1,5 m,
mozemy stwierdzi¢ niemal ze stuprocentowa doktadno-
$cia, ze grubos¢ poktadu miesci si¢ w zakresie od 0,5 m do
9,5 m. Teraz jesteSmy wreszcie pewni, ze nie popetniliSmy
btedu! Owszem, ale jaka to jest wlasciwie informacja, ze
grubos¢ poktadu wynosi od 0,5 do 9,5 m? To nie jest dobra
informacja. To tak, jakby kupowa¢ mieszkanie o powierz-
chni érednio 60 m®, ale w granicach od 10 do 150 m”. Dlate-
g0 porzué¢my stuprocentowa pewnos¢ i niech nam starczy
informacja, ze w miejscu, gdzie model wskazuje M =5 m
z prawdopodobiefistwem ok. 70% miazszo$¢ poktadu
miesci si¢ w granicach od 3,5 do 6,5 m, §rednio ma 5 m.
To juz bardzo duzo informacji. Chciatbym, aby to mocno
wybrzmiato. Zaden model nie pokazuje warto$ci pewnych.
Sa to wartos$ci §rednie i obarczone btedem wynikajacym
z niedoskonato$ci obserwacji i z samej metody modelowa-
nia.

W drugim artykule mojego cyklu szeroko rozpisatlem
si¢ na temat wariancji lokalnej (nugget effect). Wr6¢my do
tego problemu. Najmniejsza warto$¢ btedu na mapie (ryc. 7)
wynosi 6 = 1,5 m. Jest to btad modelu w obszarach, gdzie
sie¢ obserwacji jest bardzo ggsta. Model jest w tych miej-
scach najbardziej doktadny, a mimo to nie jest doktadny.
Btad rzedu 1,5 m dla poktadu o grubosci od 3 do 6,5 m to
duzy btad! Dlaczego jest taki wielki? Odpowiedz tkwi w
wariogramie. Z modelu wariogramu odczytatem wielko$¢
wariancji lokalnej na poziomie 1,8 m”. To wariancja, wiec
wystepuje w jednostkach kwadratowych. Po spierwiastko-
waniu otrzymamy odchylenie standardowe, ktérego war-
to$¢ wynosi ¢ = 1,34 m. Tyle wynidstby teoretyczny blad
modelu, gdyby sie¢ obserwacji byta bardzo gesta, znacznie
bardziej ggsta niz ta, ktéra dysponujemy. Tymczasem
obserwacje uzyte do modelowania sa oddalone od siebie
$rednio 0 400 m. Z wariogramu (ryc. 3) mozna odczytac, ze
tylko 28 par obserwacji reprezentuje odlegto$¢ mniejsza od
300 m. Dlatego najmniejszy btad modelu ma warto$¢ wig-
ksza niz wariancja lokalna, ktora odczytali§my z wykresu
wariogramu. Ergo — najmniejszy teoretyczny btad modelu
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bedzie zawsze wigkszy niz odchylenie standardowe
obliczone z wariancji lokalnej. A zatem, informacjg o naj-
mniejszym bledzie modelu mamy juz na etapie obliczania
wariogramu! Juz w tym miejscu mozemy zdecydowac, czy
model o takim biedzie jest dla nas interesujacy, czy lepiej
odstapi¢ od wykonywania mapy. Nieco szerzej pisatem
o tym w drugim artykule cyklu (Naworyta, 2024b).

A wlasciwie dlaczego ten btad modelu jest tak duzy?
Jest on prosta konsekwencja blgdow, jakie popetniono pod-
czas wykonywania obserwacji (oznaczania parametrow na
podstawie rdzeni z otworéw rozpoznawczych). Jezeli
obserwacje, na bazie ktorych wykonujemy model, sg obar-
czone bledem, to oczywiste jest, ze ten btad bgdzie miat
odbicie w modelu. Co wigcej, w modelu nie bedzie on nig-
dy mniejszy niz wariancja lokalna, bedzie zawsze tylko
wigkszy. Innymi stowy, nie mozemy si¢ spodziewaé, ze
postugujac si¢ danymi, ktére zawieraja w sobie btad, uda
nam si¢ wykona¢ model, ktory bedzie bezblgdny, albo kto-
rego btad bedzie mniejszy niz btad obserwacji. To bardzo
wazny wniosek.

Na zakonczenie powtorzg czynno$ci, bez ktorych nie
wyobrazam sobie poprawnego modelowania metoda kri-
gingu. Sa to:

(1 analiza wstepna danych Zrédtowych — podstawowe

miary statystyczne;

1 analiza rozmieszczenia obserwacji w przestrzeni
(np. otwordw);

(1 obliczenie wariogramu empirycznego i stwierdzenie
istnienia autokorelacji;

1 dopasowanie modelu wariogramu do wariogramu
empirycznego oraz wyznaczenie wariancji lokalnej
i zasiggu autokorelacji (4R);

1 zdefiniowanie geometrii siatki interpolacyjnej —
zasiggu 1 wielkosci oczka siatki;

1 w procedurze krigingu wyznaczenie otoczenia na
podstawie zasiggu autokorelacji (4R);

(1 zdefiniowanie w programie plikow wynikowych gri-
du modelu i gridu odchylenia standardowego mode-
lu;

1 wizualizacja gridéw wynikowych w formie mapy
modelu i btedu modelu;

1 wnioskowanie o modelowanym zjawisku na podsta-
wie modelu, btedu modelu i wariogramu.

W tabeli 1 zestawitem podstawowe miary statystyczne
modelu w poréownaniu do odpowiednich miar danych
zroédtowych. Warto zwrdci¢ uwage na efekt wygtadzania
zaznaczajacy si¢ w wartosciach skrajnych, wariancji i od-
chyleniu standardowym po interpolacji. Takie zestawienie
pozwala oszacowac, z jaka doktadnoscia model odzwier-
ciedla zmienno$¢ danych zrodlowych. W tabeli | wyraznie
r6znia si¢ miary rozrzutu — wariancja i odchylenie standar-
dowe. Duze réznice moga wynika¢ z niedoskonatosci modelu
w obszarach o niewielkiej liczbie danych oraz w miejscach,
gdzie model zostal wykonany metoda ekstrapolacji, czyli
na zewnatrz, poza obszarem otworéw rozpoznawczych.

PODSUMOWANIE

W trzyczgsciowym cyklu artykutow, ktory w zamysle
mial by¢ przewodnikiem praktycznym, nakreslitem tylko
najwazniejsze problemy stosowania metod geostatystycz-
nych. Celowo i §wiadomie pominalem pewne zagadnienia,
od ktérych nauke geostatystyki zwyczajowo sig zaczyna.
Nie wspomniatem o zatozeniu stacjonarno$ci, o0 wystegpo-
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Tab. 1. Poréwnanie wybranych miar statystycznych danych zrodtowych i modelu grubosci poktadu wegla brunatnego
Table 1. Comparison of selected statistical measures of source data and the lignite seam thickness model

Miara Dane zrédlowe Model
Measure Source Data Model
Liczba otwordw/weztow siatki / Number of holes/mesh nodes 131 19 201
Warto$¢ minimalna [m] / Minimum value [m] 0,2 0,2
Warto$¢ maksymalna [m] / Maximum value [m] 8,5 6,24
Srednia [m] / Average [m] 3,89 3,199
Mediana [m] / Median [m] 3,9 3,07
Wariancja [m*] / Variance [m*] 431 1,68
Odchylenie standardowe [m] / Standard deviation [m] 2,08 1,297
Zakres [m] / Range [m] 8,3 6,04

waniu i wpltywie trendu w danych zrodlowych, wystepowa-
niu i znaczeniu wartos$ci odstajacych (outliers) w zbiorze
danych. Nie wspomnialem ani stowem o zmienno$ci kie-
runkowej oraz o innych formach krigingu, a przeciez jest
jeszcze kriging uniwersalny, cokriging, kriging indykato-
rowy i inne. Caly osobny artykul mozna poswigci¢ same;j
tylko symulacji geostatystyczne;j.

Obawiam si¢, ze pominigcie zalozen stacjonarnosci
bedzie mi poczytane przez konserwatystow za btad kardy-
nalny. Mam tego $wiadomos¢ 1 biore to ryzyko na siebie.
Celowo to ominalem, podkreslajac tylko praktyczne
zagadnienia, z jakimi amator modelowania musi si¢ zazna-
jomié, aby moégt swiadomie sterowaé programem i nie
musiat korzystac z opcji skip to end, ktora autorzy oprogra-
mowania przygotowali jako koto ratunkowe dla laikow.
Samodzielne poznanie podstaw geostatystyki z podreczni-
kow jest dos¢ trudne i czasochtonne. Nie da si¢ tego row-
niez nauczy¢, korzystajac z instrukcji obstugi programow
geostatystycznych. Sam kilkukrotnie uczestniczytlem w de-
dykowanych szkoleniach w firmie Geovariances we Fran-
cji i jestem $wiadomy, Ze niektore wysublimowane opcje
pakietu Isatis poznatem zaledwie powierzchownie. Stojg

twardo na stanowisku, ze nauka nie jest po to, aby utrud-
nia¢ ludziom zycie, a rola naukowca nie jest udowadnianie
innym, ze nauka i wiedza to nie jest co$ dla rozmaitych
Puchatkow i Prosiaczkow, jak to w monologu Ktapouche-
go wspaniale wyrazit Milne (1926). Wreez przeciwnie —
narzgdzia wypracowane przez naukowcoOw powinny sig¢
nadawa¢ do stosowania roéwniez przez laikow. Mam
nadziejg, ze moj cykl artykutow przyda si¢ komus i pozwo-
li zrozumie¢ pewne, nie do konca intuicyjne, meandry geo-
statystyki. Marzy mi sig¢, aby Czytelnik, podobnie jak ja,
gdy to wszystko wreszcie zrozumiatem, mogt zakrzyknac:
Alez to proste!
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