
GÓRNICTWO ODKRYWKOWE

84   

OCENA B !DÓW OPRÓBOWANIA Z Ó" – STATYSTYCZNY 

NIEZB!DNIK GEOLOGA GÓRNICZEGO

ASSESSMENT OF DEPOSIT SAMPLING ERRORS – STATISTICAL TOOL OF MINING 

GEOLOGIST
  

  Jacek Mucha, Monika Wasilewska - Wydzia  Geologii, Geofizyki i Ochrony !rodowiska,

  Akademia Górniczo-Hutnicza, Kraków

 Zaproponowano podstawowy zestaw instrumentów statystycznych dla oceny b !dów opróbowania i analiz chemicznych. 
Obejmuje on testy: t-Studenta i rangowanych znaków Wilcoxona dla porównania "rednich warto"ci pomiarów sparowanych, 
analiz! korelacji i regresji liniowej dla wydzielenia i oceny wielko"ci b !dów: losowego i systematycznych (sta ego i proporcjo-
nalnego). Wymienione metody zastosowano do oceny b !dów oznacze# pierwotnych i powtórnych zawarto"ci Zn w próbkach 
pobranych ze z o$a Olkusz-Pomorzany. Wskazano na inne mo$liwo"ci zastosowania zaproponowanej metodyki oceny b !dów 
np. do porównania ró$nych metod oszacowania parametrów z o$owych w tych samych partiach z o$a.

 The basic statistical set of tools for estimation of sampling errors on the basis of the two paired data set is proposed. It 
includes t-Student and the signed rank tests for a comparison of mean values in paired samples, and analysis of a simple linear 
model of regression to distinguish and assess the three types of error in paired data: random error, proportional and Þxed bias. 
A use of the mentioned methods has been illustrated by examples of evaluation of errors of Zn assay in analytical samples from 
the Upper Silesian Zn-Pb ore deposits. The suggested methodology may be applied for geological reporting: a comparison of 
resource evaluation by two different methods, or in a case of evaluation based on two different sampling techniques (channel 
samples taken from deposit on site and samples taken from broken ore).

Wprowadzenie

 Jednym z niezb dnych warunków wiarygodnego szaco-

wania zasobów i jako!ci kopaliny jest wysoka jako!" opróbo-

wania z#o$a i oznacze% sk#adników w pobranych próbkach. Ta 

oczywista i nie podlegaj&ca dyskusji teza cz sto nie znajduje 

nale$nego zrozumienia u geologów dokumentuj&cych z#o$a. W 

konsekwencji ten wa$ny element rozpoznania z#ó$ nie zawsze 

ma w#a!ciwe odzwierciedlenie w dokumentacji geologicznej 

stanowi&cej podstaw  racjonalnej gospodarki z#o$em. Opisy 

zastosowanej metodyki opróbowania i analiz chemicznych 

s& z regu#y nader sk&pe a ocena ich wiarygodno!ci z regu#y 

pomijana.

 Szeroko rozumiany proces bezpo!redniego opróbowania 

z#o$a obejmuje [8]:

• pobranie próbki pierwotnej ze z#o$a in situ (opróbowanie 

pierwotne),

• przygotowanie tej próbki do analizy chemicznej obejmu-

j&ce redukcj  masy próbki pierwotnej do wielko!ci próbki 

analitycznej (opróbowanie wtórne) i wszystkie czynno!ci 

jej towarzysz&ce,

• analiz  chemiczn& nawa$ki pobranej z próbki analitycz-

nej.

 W odniesieniu do indywidualnej próbki, b# dy opróbowania 

pierwotnego zwi&zane s& z niezachowaniem parametrów próbki 

przewidzianych w projekcie opróbowania z#o$a (wielko!ci, 

kszta#tu i orientacji próbek). Oszacowanie ilo!ciowe wielko!ci 

tych b# dów jest trudne z uwagi na niepowtarzalno!" opró-

bowania bezpo!redniego. Powtórne pobranie w najbli$szym 

s&siedztwie próbki nie stanowi pe#nej, a jedynie przybli$on& 

podstaw  weryÞkacji poprawno!ci opróbowania pierwotnego. 

Oznaczenia zawarto!ci sk#adników w takich próbkach mog& 

wykazywa" du$e ró$nice, gdy z#o$e cechuje si  du$&, skokow& 

zmienno!ci& lokaln& mineralizacji.

 B# dy opróbowania wtórnego zwi&zane s& z pomniejsza-

niem próbki pierwotnej do wielko!ci próbki analitycznej i obej-

muj& równie$ b# dy wszystkich czynno!ci towarzysz&cych 

tej procedurze takich jak: kruszenie i rozdrabnianie materia#u 

skalnego oraz jego mieszanie, suszenie i przesiewanie. B#&d 

standardowy tej procedury mo$e by" oceniony teoretycznie w 

oparciu o formu#  Gy [3, 4, 5]. Uwzgl dnia ona takie czynniki 

jak stopie% skruszenia materia#u próbki przed ka$dym etapem 

jej pomniejszania, stopie% redukcji masy próbki, sk#ad mine-

ralny i granulometryczny, kszta#t ziaren i stopie% uwolnienia 

ziaren mineralnych zawieraj&cych sk#adnik u$yteczny ze zro-

stów. Szczególnie ten ostatni element jest trudny do ilo!ciowego 

oszacowania i mo$e niekiedy stanowi" 'ród#o w&tpliwo!ci, co 

do poprawno!ci oceny dok#adno!ci opróbowania wtórnego 

wed#ug formu#y Gy.

 B# dy analiz chemicznych obejmuj& b# dy pobrania 

nawa$ki z próbki analitycznej i b# dy zastosowanej metody 

analitycznej. B#&d samej metody analitycznej uwa$a si  jednak 

za znikomo ma#y w porównaniu z b# dami pobrania nawa$ki 

z próbki analitycznej [8].

 Najbardziej wiarygodnych danych dla oceny b# dów 

opróbowania dostarczaj& powtórne pomiary lub oszacowania 

warto!ci analizowanego parametru z#o$owego dokonane w tym 

samym obiekcie geologicznym (np. w bloku eksploatacyjnym, 

próbce). Dane te zwane dalej w skrócie danymi lub pomiarami 

sparowanymi mo$na uzyska" przyk#adowo przez oznaczenie 

zawarto!ci badanego sk#adnika w dwóch podpróbkach otrzy-

manych po pierwszej redukcji po#ówkowej próbki pierwotnej 

(b# dy opróbowania wtórnego) lub przez oznaczenia sk#adnika 

w nawa$kach pobranych z tej samej próbki analitycznej (b# -

dy analiz chemicznych). W obu przypadkach istnieje wiele 

wariantów otrzymania pomiarów sparowanych wynikaj&cych 

z zastosowania ró$nych metod, wykonania analiz przez te same 

lub ró$ne osoby, w tym samym lub ró$nych laboratoriach itp.
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 W artykule przedstawiono skrótowo podstawowy zestaw 

instrumentów statystycznych, s#u$&cych ocenie wielko!ci i cha-

rakteru b# dów opróbowania wtórnego lub analiz chemicznych 

w przypadku, gdy dysponuje si  zbiorem dwukrotnych pomia-

rów parametrów z#o$owych. Powinny by" one stosowane do 

oceny jako!ci danych podstawowych przy rozpoznaniu z#ó$ 

a jej wyniki zamieszczane w dokumentacjach geologicznych 

z#ó$.

Metodyka bada"

 Pomiary sparowane jako odnosz&ce si  do tego samego 

obiektu geologicznego powinny wykazywa" z oczywistych 

wzgl dów siln& korelacj . Determinuje to sposób post powania 

i dobór w#a!ciwych testów statystycznych dla porównania po-

miarów w parach przez weryÞkacje istotno!ci ró$nic warto!ci 

szacowanego parametru.

 Dla potrzeb dokumentowania geologicznego z#ó$ mo$na 

zaproponowa" nast puj&cy tok post powania maj&cy na celu 

ocen  wiarygodno!ci danych podstawowych (przede wszystkim 

oznacze% zawarto!ci sk#adników):

• wyznaczenie ró$nic warto!ci analizowanego parametru w 

parach pomiarów,

• zilustrowanie rozrzutu warto!ci ró$nic za pomoc& wykresu: 

„ramka – w&sy”, histogramu lub dystrybuanty,

• wyró$nienie warto!ci anomalnych (ekstremalnych) ró$nic 

pomiarów sparowanych,

• wst pn& ocen& b# dów systematycznych za pomoc& testów 

t – Studenta lub rangowanych znaków Wilcoxona,

• wyznaczenie wielko!ci b# du losowego i b# dów systema-

tycznych (sta#ego i proporcjonalnego) za pomoc& analizy 

regresji i korelacji liniowej pomiarów sparowanych; analiza 

taka winna obejmowa": estymacj  parametrów liniowego 

modelu zale$no!ci pomiarów sparowanych, ocen  do-

pasowania modelu do danych empirycznych, testowanie 

istotno!ci modelu i jego parametrów oraz sprawdzenie czy 

spe#nione s& za#o$enia stosowalno!ci modelu.

 Do ilustrowania rozrzutu warto!ci pomiarów coraz cz !ciej 

stosuje si  w ostatnich latach wykres „ramka –w&sy”, który 

graÞcznie lokalizuje po#o$enie dolnego i górnego kwartyla 

oraz granice warto!ci ekstremalnych (anomalnych), wyzna-

czane powy$ej górnego kwartyla i poni$ej dolnego kwartyla, 

w odleg#o!ci równej 3-krotnej ró$nicy ich warto!ci [7].

 Porównania !rednich warto!ci pomiarów w parach najpro-

!ciej mo$na dokona" za pomoc& testu t-Studenta w wariancie 

przeznaczonym do badania zmiennych powi&zanych (par 

skorelowanych danych).

 Statystyka sprawdzaj&ca hipotez  zerow&, $e !rednia ró$ni-

ca pomiarów w populacji generalnej jest równa zero ma posta" 

[2]:

       (1)

gdzie:

 – !rednia arytmetyczna ró$nic pomiarów d
i
 w zbiorze 

danych sparowanych (d
i
 = x

i
 - y

i
), x

i
 i y

i
 – warto!ci parametru 

wed#ug dwóch pomiarów, 

s
d
  – odchylenie standardowe ró$nic d

i
, 

n  – liczba par danych.

 Statystyka t ma rozk#ad t-Studenta o (n-1) stopniach swobo-

dy. Du$e warto!ci statystyki t, wi ksze od warto!ci krytycznej t
α
 

odczytanej z tablic rozk#adu t-Studenta dla przyj tego poziomu 

istotno!ci α (najcz !ciej 0,05) prowadz& do odrzucenia hipotezy 

zerowej i przyj cia hipotezy alternatywnej o statystycznie istot-

nym zró$nicowaniu pomiarów z ma#ym ryzykiem b# du (≤ α), 

co jest równoznaczne ze stwierdzeniem wyst powania b# du 

systematycznego. Gdy t < t
α
 brak jest podstaw do odrzucenia 

hipotezy o identyczno!ci pomiarów. Warunkiem stosowania 

tego testu jest przynajmniej przybli$ona normalno!" rozk#adu 

ró$nic warto!ci pomiarów.

 W przypadku, gdy rozk#ad ró$nic wyra'nie odbiega od 

normalnego nale$y zastosowa" test rangowanych znaków 

Wilcoxona, który nie wymaga spe#nienia za#o$enia normalno!ci 

rozk#adu i jest najmocniejsz&, nieparametryczn& alternatyw& 

testu t – Studenta dla zmiennych powi&zanych. W pierwszej 

kolejno!ci oblicza si  ró$nice warto!ci skorelowanych par 

pomiarów a nast pnie porz&dkuje si  je w niemalej&cy bez-

wzgl dny ci&g warto!ci oddzielnie dla dodatnich i ujemnych 

ró$nic. Kolejnym warto!ciom ró$nic przypisuje si  rangi równe 

ich numerom w ci&gu. Sumuj&c rangi oddzielnie dla znaków 

dodatnich i ujemnych uzyskujemy warto!" statystyki T, spraw-

dzaj&cej hipotez  o identyczno!ci pomiarów sparowanych, 

jako mniejszej z dwu sum rang tj. T=min{T +, T -}. Rozk#ad 

statystyki T konieczny do testowania mo$na znale'" w formie 

tablic w wi kszo!ci dost pnych podr czników statystyki ma-

tematycznej. Dla liczniejszego zbioru n par danych (n>25 par) 

celowe jest zestandaryzowanie statystki T dla uzyskania staty-

styki W, która ma dobrze znany rozk#ad normalny (lub bliski 

normalnemu) o zerowej !redniej i jednostkowym odchyleniu 

standardowym. Statystyk  W okre!la si  ze wzoru:

       (2)

gdzie: m
T
  – warto!" oczekiwana statystyki T=min{T +, T -} 

wyznaczana ze wzoru: 

                                                                      (3)

natomiast - σ
T
  - odchylenie standardowe statystyki T wyzna-

czane ze wzoru:

                                                               (4)

 W przypadku gdy obliczona warto!" statystyki W jest wi k-

sza od warto!ci krytycznej W
α
 na danym poziomie istotno!ci α   

(np. dla α = 0,05 jest W
α
 = 1,96  ) hipotez  zerow& o braku 

ró$nic w pomiarach nale$y odrzuci" czyli przyj&" za#o$enie 

o statystycznie istotnym zró$nicowaniu pomiarów sparowanych 

z ryzykiem b# du mniejszym od 0,05. W przeciwnym przypad-

ku ( W < W
α
) brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, 

co w praktyce oznacza przyj cie za#o$enia o identyczno!ci 

pomiarów sparowanych jako hipotezy roboczej.

 Oba przedstawione testy pozwalaj& tylko na wst pne usta-

lenie czy oba pomiary daj& te same rezultaty. Precyzyjniejsze 

okre!lenie rodzaju i wielko!ci ró$nic obu pomiarów mo$e by" 

osi&gni te przez zastosowanie liniowego modelu regresji. Li-

niowy, empiryczny model zale$no!ci par pomiarów y
i
 (zmienna 

zale$na, obja!niana) i x
i
 (zmienna niezale$na, obja!niaj&ca) 

uzyskiwany metod& najmniejszych kwadratów ma posta":

       (5)
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gdzie: 

b
0
  – wyraz wolny,

b
1
  – wspó#czynnik kierunkowy prostej,   

                  – reszta, sk#adnik losowy obliczany jako ró$nica 

mi dzy warto!ci& pomierzon& zmiennej (y
i
) i warto!ci& odczy-

tan& z modelu liniowego (   ).

Si#  zale$no!ci obu zmiennych charakteryzuje si  za pomoc& 

wspó#czynnika determinacji              , okre!laj&cego udzia# 

zmienno!ci wyja!nionej przez model w ca#kowitej zmienno-

!ci zmiennej zale$nej. Bliska jedno!ci (lub 100%) warto!" 

wspó#czynnika determinacji i jego statystyczna istotno!", zwe-

ryÞkowana za pomoc& odpowiednich testów jest warunkiem 

koniecznym dla poprawnej oceny b# dów pomiarów.

 W przypadku idealnej równowa$no!ci pomiarów x
i
 i y

i
 ich 

zale$no!" opisuje linia prosta postaci y=x (rys. 1).

 W liniowym modelu zale$no!ci, okre!lonym na podstawie 

danych empirycznych miar& b# du losowego pomiaru jest 

b#&d standardowy estymacji s
e 
, który informuje o przeci tnej 

wielko!ci odchyle% empirycznych warto!ci zmiennej zale$nej 

(obja!nianej) od warto!ci wyliczonych z modelu (teoretycz-

nych) (rys. 1), obliczony ze wzoru:

                                                                  (6)

gdzie:   

 – ró$nica mi dzy warto!ci& pomierzon& zmiennej 

(y
i
) i warto!ci& odczytan& z modelu liniowego (   );

n – liczba par pomiarów

 Wzgl dny b#&d losowy mo$na oceni" odnosz&c wielko!" 

Rys. 1.  Rodzaje b# dów danych sparowanych odczytywanych 

z modelu regresji liniowej [6];

 A) b#&d losowy ε
i
  zmiennej y, B) b# dy: losowy 

i systematyczny proporcjonalny, C) b# dy: losowy 

i systematyczny sta#y, D) b# dy: losowy oraz 

systematyczny proporcjonalny i sta#y

b# du standardowego estymacji s
e
 do !redniej warto!ci pomia-

rów reprezentowanych na osi y: 

                                                                   (7)

 Odchylenie wyrazu wolnego b
0
 od zera informuje o wiel-

ko!ci b# du systematycznego sta#ego natomiast odchylenie 

wspó#czynnika kierunkowego b
1
 od warto!ci 1 o wielko!ci 

b# du systematycznego proporcjonalnego (rys.1). Przeci tne 

wielko!ci wzgl dnych b# dów systematycznych mo$na wy-

znaczy" ze wzorów: 

- sta#y -      (8)

- proporcjonalny -     (9)

 W praktyce cz sto obserwuje si  z#o$ony charakter b# dów, 

przejawiaj&cy si  ich ró$nym rodzajem i wielko!ci& w zale$no-

!ci od przedzia#u warto!ci mierzonego parametru. Konieczne 

w takich sytuacjach jest badanie zale$no!ci liniowej pomiarów 

sparowanych oddzielnie dla wydzielonych, na podstawie wy-

kresu zale$no!ci dla wszystkich danych, przedzia#ów warto!ci 

analizowanego parametru.

 Równowa$no!" wyników dwukrotnych pomiarów parame-

tru weryÞkuje si  statystycznie przez badanie czy empiryczny 

model liniowy nie jest odchylony w sposób statystycznie istotny 

od modelu teoretycznego opisanego równaniem y = x, tzn. czy 

jest spe#niona z#o$ona hipoteza zerowa, $e: H
0
: b

0
=0 i b

1
=1.

Hipotez  zerow& weryÞkuje si  za pomoc& testu F, okre!lonego 

statystyk& [7]:

 

                                        

       (10)

gdzie: 

xi   – warto!" pomiaru traktowanego jako zmienna obja!niaj&ca,     

 – !rednia arytmetyczna, 

se  – b#&d standardowy estymacji,

n  – liczba par pomiarów.

 Statystyka F ma rozk#ad F-Snedecora z n
1
=2 i n

2
=n-2 stop-

niami swobody. Brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej 

oznacza w praktyce przyj cie jako hipotezy roboczej za#o$enia 

o równowa$no!ci obu pomiarów sparowanych. W przypadku 

odrzucenia hipotezy zerowej sprawdza si , który z warunków 

nie jest spe#niony, weryÞkuj&c ka$d& hipotez  oddzielnie tzn. 

weryÞkuj&c istotno!" ka$dego parametru modelu osobno:

H
0
: b

0
=0 statystyk&        gdzie: sb0

 - b#&d standardowy oceny 

b
0
,

H
0
: b

1
=1 statystyka                gdzie sb1

- b#&d standardowy 

oceny b
1
.

B# dy standardowe ocenia si  dla danych empirycznych ze 

wzorów [1]:

       (11)

       (12)
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gdzie: 

s
x
 – odchylenie standardowe pomiarów x

i
, 

n – liczba par pomiarów.

Obie statystyki maj& rozk#ad t-Studenta o n-2 stopniach swo-

body.

 Wiarygodno!" opisu lub testowania statystycznej istotno!ci 

modelu linowego uwarunkowana jest od stopnia spe#nienia 

nast puj&cych za#o$e%:

a) ka$dy ze sk#adników losowych ma rozk#ad normalny,

b) warto!" oczekiwana sk#adnika losowego jest równa zero 

a jego wariancja (reszt) jest taka sama dla wszystkich obser-

wacji (w#a!ciwo!" okre!lana jako homoscedastyczno!"),

c) sk#adniki losowe (reszty) s& nieskorelowane (brak autoko-

relacji).

 Wymienione za#o$enia s& do!" rygorystyczne i rzadko 

spe#nione w pe#ni w praktyce. Z mocy granicznych twierdze% 

centralnych testy istotno!ci modelu mog& by" jednak stosowa-

ne, gdy liczba par danych jest odpowiednio du$a i przekracza 

40 bez wzgl du na rozk#ad sk#adnika losowego [6].

 Rygorystyczne równie$ jest za#o$enie sta#ej wariancji 

reszt wobec cz sto stwierdzanego wzrostu !redniego b# du ze 

wzrostem warto!ci pomiarów. Celowe w tej sytuacji jest badanie 

zale$no!ci liniowej pomiarów sparowanych w wydzielonych 

podzbiorach danych, w obr bie, których spe#nienie tego wa-

runku jest bardziej realne.

 Statystycznie istotna autokorelacja reszt powoduje, $e 

metoda najmniejszych kwadratów traci swój optymalny cha-

rakter i mo$e zachodzi" konieczno!" powtórnego oszacowania 

parametrów regresji liniowej [2].

 W tym miejscu nale$y wspomnie", $e nie bez znaczenia 

dla dalszego wnioskowania jest sposób przypisania dwukrot-

nym pomiarom roli zmiennych obja!niaj&cej x i obja!nianej y. 

Zamiana zmiennych prowadzi do ró$nych oszacowa% parame-

trów modelu liniowego. W przypadku porównywania metod 

o zbli$onej precyzji, po$yteczne jest przeanalizowanie obu 

relacji. Nale$y równie$ doda", $e w tym przypadku zak#ada 

si  milcz&co, ale nies#usznie, $e pomiary reprezentowane przez 

zmienn& obja!niaj&c& nie s& obarczone b# dem. Rozwi&zaniem 

Rys. 2.  GraÞczna ilustracja rozk#adów statystycznych oznacze% podstawowych i powtórnych Zn dla pe#nego zbioru danych
 i 3 wyró$nionych podzbiorów danych: dystrybuanty empiryczne (A), wykres „ramka i w&sy” (B) oraz test normalno!ci ró$nic 

d(Zn) oznacze% podstawowych i powtórnych (C)
 Obja!nienia: do rys. 2B - czerwone kropki - warto!ci anomalne, do rys. 2C - czerwone linie - teoretyczny rozk#ad normalny ró$nic 

pomiarów



GÓRNICTWO ODKRYWKOWE

88   

tego zagadnienia jest zastosowanie wariantu regresji liniowej 

okre!lanej jako RMA (reduced major axis) opisanej szerzej 

m.in. przez Sinclair’a i Blackwell’a [6].

 W przypadku, gdy porównujemy now& metod  pomiarów 

(oznaczenia sk#adnika, szacowania zasobów) z metod& uznan& 

i bardzo dok#adn& w#a!ciwsze jest traktowanie pomiarów we-

d#ug nowej metody jako zmiennej obja!nianej y, gdy$ obliczane 

z modelu regresji odchylenie standardowe estymacji (miara 

b# du losowego) odnosi si  do zmiennej obja!nianej, która 

reprezentuje metod  testowan&.

Przyk ad zastosowania metod

 Przedstawiona metodyka porównywania danych sparowa-

nych zastosowana zosta#a do oceny b# dów analiz chemicznych. 

Przedmiotem bada% by#y dane archiwalne zaczerpni te z ksi&$ek 

opróbowa% kopal% rud Zn-Pb Olkusz - Pomorzany. Stanowi#y je 

pary oznacze% podstawowych i powtórnych zawarto!ci Zn w 334 

próbkach analitycznych otrzymanych przez pomniejszenie pró-

bek pierwotnych pobranych ze z#o$a w wyrobiskach górniczych. 

Pe#ny zbiór par danych podzielono na 3 podzbiory, w których 

zawarto!ci Zn w oznaczeniach powtórnych wynosi#y: <2%, 2-5% 

i >5%. Ich statystyczn& charakterystyk  przedstawiono w formie 

graÞcznej na rysunku 2.

 Zestawione dystrybuanty zawarto!ci Zn wed#ug obu 

oznacze% wykazuj& wizualnie du$e podobie%stwo przebiegu 

(rys. 2A). Znalaz#o to pe#ne potwierdzenie w wynikach testu 

Ko#mogorowa – Smirnowa, który wykaza# brak statystycznie 

istotnych ró$nic rozk#adów badanego parametru dla obu zbio-

rów pomiarów sparowanych. Wykres „ramka – w&sy” (rys. 2B) 

ujawnia dla ca#ego zbioru danych oraz podzbiorów: <2% Zn i 2 

– 5% Zn wyst powanie licznych warto!ci anomalnych ró$nic 

oznacze%, które powoduj& znacz&ce odst pstwa od normalno!ci 

ich rozk#adu (rys. 2C). Jedynie w przypadku podzbioru >5% 

Zn rozk#ad empiryczny ró$nic mo$na uwa$a" za zbli$ony do 

normalnego. Wyniki przedstawionego opracowania statystycz-

Rys. 3.  Modele liniowe zale$no!ci oznacze% podstawowych i powtórnych zawarto!ci Zn w próbkach analitycznych: dla pe#nego zbioru 

danych (A), dla Zn(2) <2% (B), dla 2%<Zn(2)<5% (C), dla Zn(2)>5% (D)

 R2 – wspó#czynnik determinacji, sew – wzgl dny b#&d standardowy losowy,  ε
ssw

 – wzgl dny b#&d systematyczny sta#y,

 ε
spw

– wzgl dny b#&d systematyczny proporcjonalny

nego potwierdzaj& konieczno!" stosowania przy porównywaniu 

pomiarów w parach testu rangowanych znaków Wilcoxona, nie 

wymagaj&cego spe#nienia za#o$enia normalno!ci rozk#adów. 

Wykresy „ramka – w&sy” pozwalaj& wyró$ni" warto!ci anomal-

ne ró$nic oznacze%, które powinny by" przebadane i wyja!nio-

ne np. przez wykonanie dodatkowych analiz w laboratorium 

rozjemczym w celu ujawnienia ewentualnych b# dów grubych. 

Ich wyst powanie powa$nie zniekszta#ca model zale$no!ci 

pomiarów sparowanych.

 Wykresy modeli liniowych zale$no!ci oznacze% podstawo-

wych i powtórnych wraz z oszacowaniami b# dów losowego 

i systematycznych przedstawiono na rysunku 3 natomiast 

wyniki testowania istotno!ci parametrów modelu w tabeli 1.

 Dopasowane modele liniowe cechuj& si  wysokimi i sta-

tystycznie istotnymi wspó#czynnikami determinacji (rys. 3). 

Wyznaczone w oparciu o równania regresji wzgl dne b# dy 

losowe oznacze% powtórnych w wyró$nionych podzbiorach 

malej& ze wzrostem zawarto!ci oznaczanego pierwiastka. 

Najwy$sze warto!ci wzgl dnych b# dów systematycznych od-

notowuje si  dla przedzia#u zawarto!ci Zn od 2 do 5%, mniejsze 

dla przedzia#u <2% i jedynie w tych dwóch przypadkach oba 

parametry modelu ró$ni& si  równocze!nie w sposób staty-

stycznie istotny od zera (wyraz wolny) i jedno!ci (wspó#czyn-

nik kierunkowy prostej) (tab. 1). Dla pe#nego zbioru danych 

(i podzbioru z zawarto!ciami Zn>5%) brak jest podstaw do 

odrzucenia hipotezy zerowej, co pozwala przyj&" jako hipotez  

robocz& za#o$enie braku zró$nicowania mi dzy uzyskanym 

modelem empirycznym i modelem teoretycznym opisuj&cym 

idealn& zgodno!" pomiarów (y=x). Podany przyk#ad potwierdza 

celowo!" i konieczno!" badania zale$no!ci liniowej nie tylko 

dla ca#ego zbioru danych, lecz równie$ w jego podzbiorach ze 

wzgl du na odmienno!" uzyskiwanych wyników. 

 W pozornej sprzeczno!ci z wynikami analizy liniowego 

modelu regresji pozostaj& wyniki porównania !rednich ozna-

cze% w zbiorach za pomoc& testu t-Studenta i rangowanych 

znaków Wilcoxona. Rozbie$no!ci w ocenie b# dów systema-
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tycznych obserwuje si  w grupach zawarto!ci 2-5% i >5% Zn 

(tab. 1).

 W pierwszym przypadku brak zró$nicowania !rednich jest 

wynikiem kompensowania si  b# dów systematycznych: b#&d 

sta#y zawy$a ocen  pomiaru Zn(2) (b
0
>0) natomiast b#&d pro-

porcjonalny zani$a ocen  (b
1
<1). W drugim przypadku (Zn>5%) 

brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy, $e b
0
 ró$ni si  istotnie 

od zera a b
1
 od jedno!ci. Warto!" b

0
 (0,084) tylko nieznacznie, 

Tab. 1.  Wyniki testowania równo!ci !rednich oznacze% podstawowych i powtórnych zawarto!ci Zn i istotno!ci modelu liniowego ich 

zale$no!ci

P – prawdopodobie%stwo b# du odrzucenia hipotezy zerowej (o równo!ci !rednich lub, $e b
0
 = 0 lub b

1
 = 1), gdy jest ona prawdziwa; (+) 

– brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotno!ci α=0.05 (P≥α=0.05 ), (-) - odrzucenie hipotezy zerowej (P<α=0.05 ) 

z ryzykiem b# du < 5%

Rys. 4.  GraÞczna ilustracja rozk#adów statystycznych oznacze% podstawowych i powtórnych w przedziale 2-5% Zn po odrzuceniu 

5 warto!ci anomalnych: model liniowy zale$no!ci oznacze% podstawowych i powtórnych (A), wykres „ramka i w&sy” (B), 

dystrybuanty empiryczne (C) oraz graÞczny test normalno!ci ró$nic d(Zn) oznacze% podstawowych i powtórnych (D)

ale stale zawy$a ocen  co prowadzi do statystycznie istotnej 

ró$nicy !rednich warto!ci pomiarów wed#ug testów: t-Studenta 

i rangowanych znaków Wilcoxona. Nale$y jednak zwróci" 

uwag , $e ryzyko b# du odrzucenia hipotezy zerowej o równo!ci 

!rednich jest stosunkowo du$e (0,04) i tylko nieznacznie ni$sze 

od przyj tego poziomu istotno!ci α=0,05.

 Wp#yw warto!ci anomalnych na wyniki modelowania za-

le$no!ci pomiarów sparowanych zilustrowano na przyk#adzie 

Zbiór par danych

i liczba par (n)

Test równo#ci #rednich warto#ci oznacze"
Test istotno#ci modelu

i jego parametrów

test t- Studenta
test rangowanych 

znaków Wilcoxona

H
0
: b

0
 = 0 i b

1
 = 1

H
0
: b

0
= 0 H

0
: b

1
= 1

Pe#ny

(n=334)
P=0.35 (+) P=0.69 (+)

P=0.13 (+)

P=0.48 (+) P=0.05 (+)

Zn(2)<2%

(n=143)
P<0.01 (-) P<0.01 (-)

P<0.001 (-)

P=0.23 (+) P=0.00 (-)

2%<Zn(2)<5%

(n=106)
P=0.51 (+) P=0.81 (+)

P<0.001 (-)

P=0.00 (-) P=0.00 (-)

2%<Zn(2)<5%

(n=101)

Bez 5 ró$nic anomalnych

P=0.74 (+) P=0.94 (+)

P=0.30 (+)

P=0.18 (+) P=0.13 (+)

Zn(2)>5%

(n=85)
P=0.04 (-) P=0.04 (-)

P=0.11 (+)

P=0.62 (+) P=0.67 (+)
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podzbioru danych 2%<Zn<5%. Po usuni ciu 5 warto!ci ano-

malnych (rys. 3) znacz&cej zmianie uleg#a posta" zale$no!ci 

liniowej pomiarów (rys. 4). Testowanie parametrów zmody-

Þkowanego modelu wykaza#o, brak podstaw do odrzucenia 

hipotez, $e w populacji generalnej wyraz wolny jest równy 

zero a wspó#czynnik kierunkowy prostej jest równy 1 (tab. 1). 

Wyra'nemu obni$eniu uleg# równie$ b#&d losowy z 12,7% do 

7,9%, a systematyczne od oko#o 20% do oko#o 4 %.

 Przedstawione wyniki wskazuj&ce na mo$liwo!" pope#nie-

nia du$ych b# dów losowych i systematycznych w pewnych 

zakresach zawarto!ci Zn nale$y wi&za" z b# dem niereprezen-

tatywno!ci nawa$ek pobranych z próbek analitycznych a nie 

z b# dem samej techniki oznaczenia pierwiastka. Ich 'ród#a 

mo$na doszukiwa" si  w trudno!ci dok#adnego ujednorodnienia 

zmielonego materia#u próbki analitycznej lub niestarannego 

pobrania nawa$ki.

Podsumowanie i wnioski

1. Badanie wyst powania i wielko!ci b# dów opróbowania 

systematycznych i losowego powinno by" nieod#&cznym 

elementem geologicznego dokumentowania z#ó$. W przy-

padku, gdy dysponuje si  dwukrotnymi pomiarami warto!ci 

parametrów (np. podstawowymi i kontrolnymi oznaczeniami 

zawarto!ci sk#adnika) mo$na rekomendowa" stosowanie 

przedstawionych w artykule instrumentów statystycznych: 

porównania pomiarów za pomoc& testów przeznaczonych dla 

danych sparowanych (t-Studenta, testu rangowanych znaków 

Wilcoxona) oraz analiz  korelacji i regresji liniowej.

2. Analiz  tak& nale$y wykonywa" nie tylko dla pe#nego zbioru 

danych, ale i dla wydzielonych w my!l pewnych kryteriów 

podzbiorów danych, gdy$ pewne b# dy systematyczne mog& 

si  ujawnia" tylko w pewnym zakresie warto!ci parametru. 

Równie$ wielko!ci b# dów losowych mog& wykazywa" 

ró$n& wielko!" pomi dzy grupami danych.

3. Przed wykonaniem analizy regresji i korelacji liniowej nale-

$y ka$dorazowo podejmowa" prób  wyja!nienia anomalnie 

du$ych ró$nic warto!ci pomiarów sparowanych. Wyst po-

wanie warto!ci anomalnych prowadzi na ogó# do znacz&cego 

zniekszta#cenia postaci modelu liniowego i nieprawid#owej 

oceny b# dów losowych i systematycznych.

4. Nale$y zwróci" uwag  na inne mo$liwo!ci zastosowania 

przedstawionych metod statystycznych dla pomiarów spa-

rowanych np. do oceny poprawno!ci oszacowa% zasobów 

lub jako!ci kopaliny dokonanych ró$nymi metodami lub 

oszacowa% dokonanych w oparciu o ró$ne zbiory danych np. 

na podstawie wyników opróbowania wyrobisk górniczych 

i urobku.

5. Bogata oferta oprogramowania statystycznego (np. pro-

gramy: Statistica lub Statgraphics) czyni zastosowanie 

zaproponowanych metod badania danych sparowanych 

zadaniem #atwym i szybkim do zrealizowania. Wymaga ono 

jednak od dokumentatora znajomo!ci podstaw statystyki 

i umiej tno!ci w#a!ciwej interpretacji wyników oblicze%.

Praca wykonana w ramach bada# statutowych Katedry Geologii Z o$owej i Górniczej AGH nr 11.11.140.562.
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