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A b s t r a c t. The capture area from which groundwater flows to a well and well resources are very important fea-
tures of groundwater intake. Usually they can be determined on the basis of well pumping test data and using
Theis-Jacob’s equations. However, evaluations of the above mentioned features are sometimes needed at a prelimi-
nary stage, before pumping tests are performed and when equation parameters are still not available. Three pieces
of useful advice are here proposed for such cases, namely: using Dupuit’s equations for superposition instead of the
Theis-Jacob’s ones; using a computer program instead of superposition construction by hand; applying a proba-
bilistic approach, using spreadsheet for choosing the suitable groundwater resource value from those obtained by
means of different deterministic methods. To explain these tips, some examples regarding an unconfined aquifer are
presented.
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Wyznaczenie obszaru sp³ywu wody podziemnej do
studni (OSW), nazywanego te¿ obszarem zasilania ujêcia
(OZU), jest zadaniem o podstawowym znaczeniu zarówno
w rozwi¹zywaniu zagadnieñ ochrony ujêcia, jak i w anali-
zie dop³ywu wody do ujêcia (Macioszczyk i in., 1992; Bal-
cerkiewicz & Weso³ek, 2008). Poprawne rozwi¹zanie tego
zadania powinno odbywaæ siê z wykorzystaniem jedno-
stopniowego próbnego pompowania w re¿imie nieustalo-
nym (D¹browski & Przyby³ek, 2005; Balcerkiewicz &
Weso³ek, 2008).

Bardzo przystêpnym teoretycznie sposobem wyzna-
czenia OZU jest metoda superpozycji hydroizohips w sta-
nie naturalnym z obni¿eniem hydroizohips wskutek eks-
ploatacji. Wyznaczenie wielkoœci tego obni¿enia umo¿li-
wione jest w³aœnie przez pompowanie próbne. Nierzadko
jednak trzeba jeszcze przed pompowaniem wstêpnie osza-
cowaæ zarówno OZU, jak i obszar zasobowy. Zaleceniom
cytowanej wy¿ej literatury doœæ trudno wtedy uczyniæ za-
doœæ, nie maj¹c danych z pompowania, które dotyczy³yby
obni¿enia w czasie eksploatacji.

Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie trzech
u³atwieñ wstêpnego (tj. przed pompowaniem próbnym)
rozwi¹zania wspomnianego zadania podstawowego.
Dotycz¹ one:

� prezentacji wyra¿eñ matematycznych, wykorzysty-
wanych w metodzie superpozycji, realizowanej w
rysunku odrêcznym, gdy nie ma siê dostêpu do od-
powiedniego programu komputerowego;

� zast¹pienia uci¹¿liwej odrêcznej konstrukcji gra-
ficznej prognozowanego planu hydroizohips na eta-
pie eksploatacji ujêcia prost¹ konstrukcj¹ kompute-
row¹, gdy ma siê dostêp do odpowiedniego pro-
gramu komputerowego;

� probabilizacji podejœcia do analizowania ujawnia-
j¹cej siê w pewnych sytuacjach niezgodnoœci miê-
dzy zasobami ujêcia obliczonymi deterministycznie
z modu³u zasilania i powierzchni OZU a zasobami
obliczonymi deterministycznie ze wzoru Dupuita.

Wyra¿enia matematyczne do superpozycji odrêcznej

i przyk³ad ich wykorzystania

Popularny w Polsce poradnik Macioszczyka i in.
(1992) proponuje, aby hydroizohipsy prognozowane na
etapie eksploatacji ujêcia wyznaczaæ jako ró¿nicê rzêd-
nych hydroizohips w stanie naturalnym i wielkoœci depre-
sji s w odleg³oœci r od studni, przy czym zwi¹zek wielkoœci
s i r wynika z podanych w poradniku wzorów Theisa lub
Theisa-Jacoba, dotycz¹cych pompowania w re¿imie nie-
ustalonym. Poniewa¿ na etapie wstêpnym danych do tych
wzorów brak, proponuje siê tu wykorzystaæ zwi¹zek wiel-
koœci s i r, wynikaj¹cy ze wzoru Dupuita dla jednostopnio-
wego pompowania w re¿imie ustalonym (odleg³oœæ od
studni jako zmienn¹ w analizowanym wzorze Dupuita i na
rycinie 1 oznaczono symbolem x w celu dostosowania do
standardowego zapisu podrêcznikowego).

Równanie ró¿niczkowe wg Dupuita, okreœlaj¹ce dop³yw
Q wody do studni, ma nastêpuj¹cy, powszechnie hydro-
geologom znany zapis:

Q xzk
dz

dx
� 2� , (1)

gdzie:
x – odleg³oœæ pozioma od studni,
z – wyniesienie krzywej depresji ponad strop warstwy

nieprzepuszczalnej dla wspó³rzêdnej x,
k – wspó³czynnik filtracji.

Nale¿y zaznaczyæ, ¿e równanie ró¿niczkowe Dupuita
ma tê sam¹ postaæ (1) niezale¿nie od wartoœci zeskoku
wewn¹trz studni, na co zwraca siê uwagê w literaturze
(Abramow, 1973; Szestakow, 1973; Knaupe, 1979). Trzeba
jednak dodaæ, ¿e dotyczy to wyznaczania krzywej depresji,
nie zaœ wyznaczania dop³ywu Q, gdy¿ do tego celu nale¿y
przyjmowaæ zeskok hydrauliczny � = 0, tj. g³êbokoœæ wo-
dy podziemnej przy p³aszczu studni h równ¹ g³êbokoœci
wody w studni h0 (Szcze³kaczew & £apuk, 1949; Silin-
Bekczurin, 1965; Bear i in., 1968).
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Po rozdzieleniu zmiennych, sca³kowaniu i podstawie-
niu warunków brzegowych dla zewnêtrznego promienia
studni rs oraz dla promienia depresji R, otrzymuje siê znane
zale¿noœci:

Q x kz Cln � �� 2 , (2)

Q r kh Csln � �� 2 , (3)

Q R kH Cln � �� 2 , (4)

gdzie:
C – sta³a ca³kowania,
H – mi¹¿szoœæ warstwy wodonoœnej.

Z tych zale¿noœci nale¿y wyznaczyæ funkcjê x(s). Po-
zwoli ona dla danej wartoœci depresji eksploatacyjnej s ob-
liczyæ promieñ x = r okrêgu wokó³ studni, na którym eks-
ploatacja w zbiorniku spowoduje depresjê s. Przy wyzna-
czaniu nale¿y wykorzystaæ relacje z ryciny 1:

h H s� � 0 , (5)

z H s� � . (6)

Przekszta³cenia zmierzaj¹ce do uzyskania funkcji r(s)
nie wykraczaj¹ poza poziom matematyki w szkole œredniej
i pozostawia siê je Czytelnikowi, który zechce sprawdziæ,
¿e funkcjê tê przedstawia wyra¿enie:
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Zastosowanie wyra¿enia (7) w metodzie superpozycji
przebiega w sposób analogiczny do zastosowania wzoru
Theisa-Jacoba wg opisu we wspomnianym wy¿ej popular-

nym poradniku (Macioszczyk i in., 1992), co ilustruje
przyk³ad konstrukcji odrêcznej na rycinie 2.

Przyjêto studniê zupe³n¹ o œrednicy zewnêtrznej 0,4 m,
rs = 0,2 m, która ma pobieraæ wodê z wodonoœnej warstwy
czwartorzêdu – aluwiów doliny rzecznej, ze strumienia o
zwierciadle swobodnym, maj¹cym spadek 0,1% i mi¹¿-
szoœæ warstwy wodonoœnej w profilu studni H = 30 m.
Depresja zewnêtrzna przy studni wynosi s0 = 15 m, ze-
skok � = 5 m, h = 15 m, h0 = 10 m, a wspó³czynnik filtra-
cji k = 10-3 m/s, czyli 3,6 m/h.

Promieñ depresji w zbiorniku o zwierciadle swobod-
nym (wzór Kusakina):
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Dla szeregu wartoœci depresji eksploatacyjnej s od 0 do
15 m obliczono ze wzoru (8) promienie r odpowiednich okrê-
gów, (np. dla s = 1 m – r = 674 m, a dla s = 2 m – r = 318 m)
i zakreœlono nimi okrêgi wokó³ studni na planie hydroizo-
hips pierwotnych w skali 1 : 10 000. Na rycinie 2 wyekspo-
nowano lini¹ z krzy¿ykami tylko dwa okrêgi – dla depresji
1 i 2 m. Punkt przeciêcia zakreœlonego okrêgu dla depresji s

z hydroizohips¹ pierwotn¹ (naturaln¹) o rzêdnej n ma pro-
gnozowan¹ rzêdn¹ hydroizohipsy strumienia eksploatowa-
nego, wyra¿on¹ wzorem:

p n s� � . (9)

Tak wyznaczono wiele punktów z rzêdnymi prognozo-
wanymi i na planie tych punktów konstruowano odrêcznie
izolinie pokazane na rycinie 2 liniami ci¹g³ymi. Naniesio-
no te¿ kilka prognozowanych linii pr¹du, wyprowadza-
nych z osi studni ortogonalnie do hydroizohips progno-
zowanych. Umieszczono równie¿ osie wspó³rzêdnych x i y.

Warto przyjrzeæ siê zmianom, które eksploatacja studni
wprowadzi w naturalny uk³ad hydroizohips. I tak, hydro-
izohipsa n = 100 przecina oœ Y na wartoœci y = 0, a podczas
eksploatacji hydroizohipsa p = 100 przetnie oœ Y na warto-
œci y = 780, tworz¹c wypuk³oœæ skierowan¹ w górê stru-
mienia. Podobnie wyginaj¹ siê inne hydroizohipsy przy
przejœciu ze stanu naturalnego do stanu eksploatacji. Ryci-
na obejmuje obszar tylko ok. 1 km od studni, bo pole
rysunku jest za ma³e do pokazania ca³ego OZU. W prze-
kroju studni (y = 0) strumieñ zasilaj¹cy ujêcie ma szero-
koœæ 2 km, która wzrasta w górê strumienia do 4 km.
D³ugoœæ strumienia od studni do wododzia³u podziemnego
wynosi 15 km, zatem OZU ma powierzchniê F = 60 km2.

Komputerowa konstrukcja

hydroizohips prognozowanych

Zamiast ¿mudnego odrêcznego konstruowania izolinii
z planu prognozowanych rzêdnych w re¿imie eksploatacji,
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Ryc. 1. Przyjête oznaczenia dotycz¹ce studni zupe³nej w zbiorniku
wody podziemnej o zwierciadle swobodnym; H – mi¹¿szoœæ war-
stwy wodonoœnej; h0 – g³êbokoœæ wody w studni; h – g³êbokoœæ
wody podziemnej przy p³aszczu studni; � – zeskok hydrauliczny;
s0 – depresja zewnêtrzna przy p³aszczu studni; rs – promieñ ze-
wnêtrzny studni; x – odleg³oœæ pozioma od osi studni; z – wzniesienie
krzywej depresji ponad strop warstwy nieprzepuszczalnej na wspó³-
rzêdnej x; s – depresja na wspó³rzêdnej x, spowodowana eksploatacj¹
studni; R – promieñ depresji



proponuje siê wykorzystanie odpowiedniego programu
komputerowego do konstruowania izolinii powierzchni
trójwymiarowej (3D). W pracowniach hydrogeologicz-
nych, wyposa¿onych w komercyjne pakiety szybkich,
wspó³czesnych programów komputerowych, izolinie te
otrzymuje siê z wykorzystaniem rozmaitych modeli o sze-
rokim zakresie mo¿liwoœci odwzorowania ró¿nych aspek-
tów œrodowiska geologicznego. Autor do demonstracji
konstrukcji komputerowej mia³ dostêpny jedynie program
Surfer 8 firmy Golden Software. ¯eby móc skorzystaæ z
programu nale¿y w arkuszu kalkulacyjnym Excel utworzyæ
plik opisuj¹cy punkty powierzchni 3D wspó³rzêdnymi kar-
tezjañskimi (zero uk³adu w œrodku ujêcia), koniecznie w
takim oto porz¹dku: ka¿dy wiersz dotyczy innego punktu,
kolumna pierwsza zawiera wspó³rzêdn¹ x (która nie jest
teraz odleg³oœci¹ r od studni), druga – wspó³rzêdn¹ y, trze-
cia – wspó³rzedn¹ z. W rozwa¿anym tutaj zagadnieniu

wspó³rzêdna z ma byæ rzêdn¹ prognozowan¹ p, obliczan¹
odejmowaniem wg wzoru (9), które to odejmowanie wyra-
¿a istotê metody superpozycji. Rzêdn¹ naturaln¹ n przyj-
muje siê z planu hydroizohips, ale depresjê s trzeba dla
potrzeb programu wyraziæ za pomoc¹ odleg³oœci r punktu
obliczeniowego od osi studni. Przy za³o¿eniu osi x i y jak w
powy¿szym przyk³adzie:

r x y� �2 2 . (10)

Na u¿ytek programu potrzebna jest wiêc funkcja s(r),
czyli odwrotna wzglêdem funkcji r(s) wyra¿onej zapisem
(7). Pomijaj¹c szczegó³y matematycznego analizowania
zagadnieñ istnienia i jedynoœci tej funkcji, ³atwo stwier-
dziæ, ¿e – d¹¿¹c do wyra¿enia wielkoœci s ze wzoru (7) –
otrzymuje siê równanie kwadratowe w postaci:
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Ryc. 2. Elementy obszaru zasilania ujêcia wyznaczane odrêcznie
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Pierwiastkiem przyjêtym (drugi pierwiastek odrzuca-
my) tego równania jest funkcja s(r) w postaci:

s H s s

r

R

R

r

w w

s

� � � �

�
�	



��

�

�
	




�
�




�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

1 1 2( )

ln

ln

, (12)

gdzie sw oznacza depresjê wzglêdn¹ s0/H.

Kontynuuj¹c rozpoczêty wy¿ej przyk³ad obliczeniowy,
teraz dla pokazania postêpowania z programem Excel,
otrzymuje siê:
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W arkuszu kalkulacyjnym w kolejnych kolumnach (A–

F) powinny siê znaleŸæ nastêpuj¹ce wartoœci:

A – wspó³rzêdna x,

B – wspó³rzêdna y,

C – wspó³rzêdna n B� � �100 0 001 2, ,
D – r wg wzoru (10),

E – s
D
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�

�
	




�
�30 1 1 0 084

2

1500
, ln ,

F – p n s C E� � � �2 2.

Nastêpnie trzeba utworzyæ plik z trzema kolumnami (A,
B i F) i eksportowaæ go z Excela do odpowiedniego arkusza
programu oraz zastosowaæ kroki programowe przewidzia-
ne w nim do utworzenia pliku Grid i potem pliku Contour

Map. Doprowadz¹ one do wygenerowania mapy izolinii z
ich opisami (ryc. 3). Autor nie odnalaz³ w Surferze 8 narzê-
dzia do automatycznej konstrukcji siatki krzywoliniowej
ortogonalnej, a do programu z takim narzêdziem dostêpu
nie mia³, wiêc kilka linii pr¹du wykreœli³ odrêcznie, staraj¹c
siê zachowaæ ortogonalnoœæ (pe³ni¹ one funkcjê tylko ilu-
struj¹c¹, jakoœciow¹ i nie stanowi¹ z rodzin¹ hydroizohips
siatki hydrodynamicznej). Porównuj¹c konstrukcjê od-
rêczn¹ (ryc. 2) z komputerow¹ (ryc. 3), np. poprzez odczy-
tanie wspó³rzêdnych przeciêcia prognozowanych hydro-
izohips 98, 99 i 100 z osiami X i Y, mo¿na zauwa¿yæ, ¿e
oba rysunki nie wykazuj¹ istotnych ró¿nic w mapie hydro-

izohips prognozowanych, a ró¿nice w pracoch³onnoœci obu
metod s¹ ogromne – oczywiœcie na korzyœæ konstrukcji
komputerowej.

Probabilistyczne podejœcie do niezgodnoœci

we wstêpnych obliczeniach zasobów ujêcia

rozmaitymi metodami

Po wstêpnym wyznaczeniu OZU i jego powierzchni
F = 60 km2 oszacowuje siê zazwyczaj zasoby ujêcia na
(przynajmniej) dwa sposoby:

� mno¿¹c tê powierzchniê przez modu³ zasilania
(woda wodonoœnej warstwy czwartorzêdu pierwsze-

go poziomu, dolina rzeczna) M
m

h km
�

�
20

3

2
, czyli

17,5 cm/rok i otrzymuj¹c:

Q FM m h1
360 20 1200� � � � / , (14)

� korzystaj¹c ze wzoru Dupuita [przekszta³cona ró¿ni-
ca wyra¿eñ (4) – (3)] i otrzymuj¹c:
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Ryc. 3. Elementy obszaru zasilania ujêcia wyznaczane kompute-
rowo w programie Surfer 8



przy czym, jak ju¿ zaznaczono, nale¿y pomin¹æ zeskok
� = 5 m, tj. przyj¹æ h = h0 = 10 m (por. ryc. 1). Otrzymane tu
du¿e wartoœci zasobów nie s¹ zwi¹zane z ¿adnym konkret-
nym ujêciem i s¹ abstrahowane od dostêpnych technicz-
nych œrodków realizacji poboru. Dla konkretnego ujêcia
zawsze konieczna jest standardowa analiza mo¿liwoœci
poboru.

Nie tak rzadko okazuje siê, tak jak w omawianym przy-
k³adzie, ¿e Q1 � Q2 i ¿e dokumentator na etapie wstêpnym
nie dysponuje kryterium wyboru miêdzy ró¿ni¹cymi siê
wartoœciami. Proponuje siê tu, aby w takich sytuacjach
przyjmowaæ kryterium probabilistyczne, bowiem oblicze-
nia wzorami (14) i (15) maj¹ charakter deterministyczny,
a nieokreœlonoœci rozmaitego pochodzenia (losowoœæ, nie-
ostroœæ, tzw. wielkie b³êdy i in.), zwi¹zane z poszczególny-
mi wielkoœciami, s¹ w nich pomijane.

Postulowane kryterium probabilistyczne g³osi, ¿e nale-
¿y wybraæ tê wartoœæ, której mo¿na przyporz¹dkowaæ naj-
wiêksze prawdopodobieñstwo sukcesu. Do wyznaczenia
tego prawdopodobieñstwa zaleca siê tu adaptowanie w
hydrogeologii procedur stosowanych w ocenie niezawod-
noœci lub bezpieczeñstwa w innych dziedzinach przyrodo-
znawstwa i techniki, chodzi tu bowiem o niezawodnoœæ w
dostarczaniu okreœlonej iloœci wody odbiorcom. Spoœród
wielu procedur niezawodnoœciowych za stosunkowo ³atw¹
do przyswojenia mo¿na uznaæ szybk¹ technikê oblicze-
niow¹ Lowa i Tanga, w skrócie LT (Low & Tang, 1997;
Haury³kiewicz, 2003). Stosuj¹c technikê LT, nale¿y:

� ustaliæ parametry xi istotne dla danego zagadnienia;
w interpretacji geometrycznej wyznaczaj¹ one tzw.
przestrzeñ stanów, w której ka¿demu punktowi od-
powiada okreœlony zbiór wartoœci parametrów x;

� sformu³owaæ wyra¿enie funkcji granicznej g(x),
okreœlaj¹ce stany graniczne B (od ang. boundary);
w interpretacji geometrycznej rozdzielaj¹ one prze-
strzeñ stanów na obszar stanów dozwolonych S (od
ang. safe – po¿¹danych, bezpiecznych) i niedozwo-
lonych F (od ang. forbidden, failure – niepo¿¹da-
nych, niebezpiecznych); w zagadnieniu dwuwymia-
rowym (2D) stany graniczne tworz¹ liniê na p³asz-
czyŸnie, w zagadnieniach wiêcejwymiarowych (nD)
– tzw. hiperpowierzchniê graniczn¹ BH (od ang.
boundary hypersurface), której kszta³tu przy n > 3
zazwyczaj nie umiemy sobie wyobraziæ;

� w obszarze stanów po¿¹danych S przyj¹æ stan oce-
niany E (od ang. evaluated), dla którego ma byæ
oszacowane prawdopodobieñstwo sukcesu Ps. War-
toœci parametrów podstawiane na pocz¹tku tego roz-
dzia³u do wzorów (14) i (15) nie wyznaczaj¹ punktu
w obszarze S, lecz pewien punkt B na linii granicz-
nej, bo wykorzystano je do obliczenia granicznej
wartoœci zasobów wzorem (14) lub (15). Prawdo-
podobieñstwo sukcesu obliczane dla punktu gra-
nicznego jest równe 0,5, niezale¿nie od funkcji gra-
nicznej, nie ma wiêc ono ¿adnej wartoœci porów-
nawczej. Do celów porównania prawdopodobieñ-
stwa sukcesu Ps wg tych wzorów mo¿na przyj¹æ
punkt E o wspó³rzêdnych punktu B, nieznacznie
zmienionych w po¿¹danym kierunku (tj. tak, aby
zwiêkszyæ zasoby Q), wg tej samej zasady dla obu
wzorów, np. o 1%. W przypadku zmiennej o roz-
k³adzie normalnym odpowiada to za³o¿eniu wspó³-

czynnika zmiennoœci 0,1 (odchylenie standardowe
równe jest 10% wartoœci oczekiwanej w punkcie B)
i zmianie wspó³rzêdnych punktu B o 10% tego od-
chylenia standardowego);

� przyporz¹dkowaæ poszczególnym parametrom x w
punkcie E charakterystyki probabilistyczne (roz-
k³ad, wartoœæ oczekiwana, miara zmiennoœci) oraz
korelacje miêdzyparametrowe;

� sprecyzowaæ macierz kowariancji C;
� wprowadziæ powy¿sz¹ informacjê do arkusza kalku-

lacyjnego, np. do Excela;
� uaktywniæ narzêdzie optymalizacyjne u¿ywanego pro-

gramu komputerowego (w Excelu nosi ono nazwê
Solver) i wprowadziæ do niego warunki optymalizacji;

� wydaæ programowi polecenie optymalizacji.
Rezultatem otrzymywanym po wykonaniu ostatniego

kroku jest prawdopodobieñstwo sukcesu Ps, tj. znajdowa-
nia siê stanu ocenianego E w obszarze stanów dozwolo-
nych S.

W odniesieniu do wzoru (14) wymienione wy¿ej kroki
obliczeniowe otrzymuj¹ przedstawion¹ ni¿ej konkretyza-
cjê (oraz ilustracjê w postaci tabeli 1).

Parametrami istotnymi s¹ x1 = F i x2 = M. Symbole te
zapisano w kolumnie A – dla zapamiêtania, który wiersz
odpowiada któremu parametrowi.

Ze wzoru (14) wyznacza siê jeden z parametrów jako
funkcjê pozosta³ych i przenosi siê go na drug¹ stronê rów-
nania, np.:

F
M

�
1200

, (16)

1200
0

M
F� � . (17)

Funkcj¹ graniczn¹ g(x) jest wyra¿enie po lewej stronie
równania (17), które zapisuje siê w arkuszu (tu w komórce
B12) jako formu³ê z u¿yciem oznaczeñ komórek:

g x
B

B( )� �
1200

3
2. (18)

Punkt graniczny B ma wspó³rzêdne (60; 20). S¹ to war-
toœci wykorzystane do obliczenia liczby 1200 jako granicz-
nej wartoœci zasobów.

Odchylenia standardowe s tworz¹ wektor (6; 2) , który
zapisany jest w kolumnie E z odpowiednim nag³ówkiem s

w komórce E1. Punkt oceniany E ma wspó³rzêdne (60,6;
20,2), korzystniejsze dla zasobów ni¿ wspó³rzêdne punktu
granicznego B. Zapisane s¹ one w kolumnie C oznaczonej
nag³ówkiem m, tradycyjnie u¿ywanym dla wartoœci ocze-
kiwanych lub œrednich.

Parametrom stanu przypisano rozk³ady normalne, z war-
toœciami oczekiwanymi wg kolumny m i odchyleniami
standardowymi wg kolumny s. Przyjêto, ¿e parametry nie
s¹ skorelowane.

Macierz kowariancji C zapisano w obszarze (F2; G3)
arkusza. Na jednej przek¹tnej ma ona kwadraty odchyleñ
standardowych, odpowiednich dla poszczególnych wier-
szy, na drugiej – zera, jako konsekwencjê braku korelacji.

Tabela 1 pokazuje rozmieszczenie danych z dotychczas
omówionej informacji liczbowej w arkuszu kalkulacyjnym
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Excel. Ponadto umieszczono w niej obie-
kty matematyczne potrzebne do oblicze-
nia prawdopodobieñstwa przez narzêdzie
Solver: macierz odwrotn¹ C^–1, wektor
transponowany z kolumny D, (x m� )T,
iloczyn tego wektora i macierzy odwrot-
nej, (x m� )T�C^–1, wyprowadzon¹ wy-
¿ej formu³ê funkcji granicznej g(x).
Komórce C12 nale¿y przypisaæ formu³ê
na kwadrat wskaŸnika niezawodnoœci �:

� 2 1� � � � � �( ) ^ ( )x m T C x m , (19)

komórce D12 – pierwiastek kwadra-
towy z komórki C12, komórce F12 –
wartoœæ dystrybuanty standaryzowanego
rozk³adu normalnego dla liczby z ko-
mórki E12 (oblicza j¹ Excel), komórce
G12 – formu³ê (1 12� F ), która wyznacza
prawdopodobieñstwo sukcesu Ps, a ko-
mórce H12 – formu³ê (G12 0 5� , ), wyzna-
czaj¹c¹ przyrost prawdopodobieñstwa
sukcesu przy zmianie stanu z granicz-
nego w punkcie B na stan oceniany w
punkcie E (w stanie granicznym bowiem
Ps = 0,50).

Po wprowadzeniu omówionych for-
mu³ nale¿y jeszcze skopiowaæ wektor m

z kolumny C do pustej kolumny B z na-
g³ówkiem x, przez co w dalszym postê-
powaniu komputerowym procedura op-
tymalizacyjna, dobieraj¹ca wartoœci gra-
niczne x parametrów F i M, startuje z
wartoœci oczekiwanych m.

Solver uaktywnia siê z menu narzê-
dzi, po czym nale¿y do tabelki wprowa-
dziæ warunki optymalizacji: komórka celu
D12, poszukiwanie minimum, komórki
zmieniane B2 i B3, ograniczenie na ko-
mórkê B12 = 0.

Polecenie optymalizacji wydaje siê,
klikaj¹c w przycisk Rozwi¹¿.

Teraz Solver dobiera próbne wartoœci
wektora x z kolumny B i oblicza wskaŸ-
nik niezawodnoœci w komórce D12, a¿
otrzyma obramowane minimum. W ko-
lumnie x pozostaj¹ odpowiadaj¹ce temu
minimum wartoœci graniczne, na ogó³
inne ni¿ w punkcie granicznym B.

W rezultacie przeprowadzenia tej pro-
cedury otrzymuje siê wartoœæ prawdopo-
dobieñstwa sukcesu Ps = 0,556 z komórki
G12, któr¹ trzeba porównaæ z analogicz-
nie obliczon¹ wartoœci¹ ze wzoru (15).

W odniesieniu do wzoru (15) wymie-
nione wy¿ej kroki obliczeniowe wyko-
nuje siê podobnie i otrzymuje wynik jak
w tabeli 2. Trzeba jedynie dodaæ, ¿e wyj-
œciowy do obliczeñ punkt graniczny B
ma wspó³rzêdne (3,6; 30; 10; 1500; 0,20)
oraz ¿e do obliczenia wspó³rzêdnych
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A B C D E F G

1 x m x–m s

2 k 3,6082406 3,636 –0,027759 0,36

3 H 29,785736 30,3 –0,514264 3

4 h 9,9185676 9,9 0,018568 1

5 R 1485,0006 1485 0,000595 150

6 rs 0,22 0,202 0,018 0,02

7

8 (x–m)T

9 –0,027759 –0,514264 0,018568 0,000595 0,018

10

11

12

13 C

14 0,1296 0 0 0 0

15 0 9 0 0 0

16 0 0 1 0 0

17 0 0 0 22500 0

18 0 0 0 0 0,0004

19

20

21 C^–1

22 7,7160494 0 0 0 0

23 0 0,111111 0 0 0

24 0 0 1 0 0

25 0 0 0 4,44E–05 0

26 0 0 0 0 2500

27

28 (x–m)T*C^–1

29 –0,214193 –0,05714 0,018568 2,64E–08 45

30

31 g(x) betkwad beta minusbet Pf Ps delta Ps

32 0,00E+00 0,8456759 0,919606 –0,919606 0,178889 0,821111 0,321111

Tab. 2. Arkusz Excel z obliczeniem niezawodnoœci zasobów wg wzoru (15)

A B C D E F G H

1 x m x–m s C

2 F 60,00004 60,6 –0,599961 6 36 0

3 M 19,99999 20,2 –0,200013 2 0 4

4

5 (x–m)T C^–1

6 –0,599961 –0,200013 0,027778 0

7 0 0,25

8 (x–m)T*C^–1

9 –0,016666 –0,050003

10

11 g(x) betkwad beta minusbet Pf Ps delta Ps

12 –3,56E–08 0,02 0,141421 –0,141421 0,443769 0,556231 0,056231

Tab. 1. Arkusz Excel z obliczeniem niezawodnoœci zasobów wg wzoru (14)



punktu E, korzystniejszych dla zasobów, parametry h, R i rs

punktu B zmniejszano, a parametr k zwiêkszano. Funkcja
graniczna ma tu postaæ (z wykorzystaniem oznaczeñ odpo-
wiednich komórek Excela):

g x
B B

B B
B( )

[ln( ) ln( )]

^ ^
� �

�
�

�
1014 5 6

3 2 4 2
2

�
. (20)

Formu³ê z prawej strony równania (20) wprowadzono
w komórkê A32.

Solver podaje dla wzoru (15) prawdopodobieñstwo
sukcesu Ps równe 0,82, co w porównaniu z wynikiem dla
wzoru (14) i zgodnie z przyjêtym probabilistycznym kryte-
rium wyboru oznacza, ¿e z dwóch wartoœci ocenianych
wstêpnie zasobów (1200 i 1014 m3/h) nale¿y wybraæ wartoœæ
1014 m3/h.

Komentarze do kryterium probabilistycznego

Kryterium zaproponowane w niniejszej pracy s³u¿y
tylko do wyboru jednej z kilku wartoœci obliczanych deter-
ministycznie – nie orzeka jednak, czy prawdopodobieñ-
stwo sukcesu wybranej wartoœci jest wystarczaj¹ce do
oparcia siê na niej podczas np. obliczania nale¿noœci skar-
bowych, p³atnoœci gminie, sprzeda¿y nieruchomoœci,
ubezpieczenia, podzia³u masy spadkowej, bilansowania
zasobów czy ich ochrony przed ska¿eniem. Na potrzeby
artyku³u wybrano przyk³ad zasobów o wartoœci 1014 m3/h,
ale komórka F32 na tablicy 2 informuje, ¿e jest z ni¹
zwi¹zane prawdopodobieñstwo sukcesu Ps = 0,82, wystar-
czaj¹ce do porównania z wariantem wg wzoru (14), niewy-
starczaj¹ce jednak do jej dalszego wykorzystania w as-
pektach wymienionych powy¿ej, w których wymagane jest
prawdopodobieñstwo sukcesu nie mniejsze ni¿ 0,95, a nie-
kiedy nie mniejsze ni¿ 0,995.

Zreferowana tu szybka technika LT oceny niezawodno-
œci mo¿e byæ wykorzystana zarówno do wyznaczenia
prawdopodobieñstwa wybranego wariantu (co zrobiono w
opisanym przyk³adzie), jak i stanu ocenianego E o ¿¹-
danym prawdopodobieñstwie sukcesu (0,95; 0,995 i in.),
czym nie zajmowano siê w tej pracy.

Zmianê (w tym i poprawê) wyznaczonego prawdopo-
dobieñstwa sukcesu w pewnym stanie E uzyskuje siê przez
zmianê wprowadzanych charakterystyk probabilistycz-
nych parametrów, zw³aszcza zmiennoœci (np. odchylenia
standardowego) i korelacji. Mo¿e siê do tego okazaæ po-
trzebne przeprowadzenie odpowiednich badañ statystycz-
nych, a tak¿e zmiana funkcji granicznej – niech Czytelnik
przekona siê, o ile wy¿sz¹ ni¿ 0,995 otrzyma wartoœæ
prawdopodobieñstwa sukcesu dla wzoru (15) (tab. 2),
jeœli w wyra¿eniu (20) pominie ludolfinê.

W przyk³adzie zak³adano, zgodnie z technik¹ LT, ¿e
przestrzeñ stanów jest probabilistycznie jednorodna, czyli
¿e w ka¿dym punkcie tej przestrzeni s¹ takie same charak-
terystyki probabilistyczne parametrów: rozk³ad, zmien-
noœæ i korelacje. Nie zawsze tak jest w rozmaitych za-
gadnieniach przyrodniczych, technicznych i innych, gdy
badanie obiektu rzeczywistego wykazuje zmianê tych cha-
rakterystyk przy zmianie stanu. Przy wyznaczaniu prawdo-

podobieñstwa sukcesu technika LT powinna byæ wtedy
zmodyfikowana; mo¿na te¿ pos³u¿yæ siê autorsk¹ metod¹
metryczn¹ (Haury³kiewicz, 1991). Tych spraw w niniej-
szym artykule bli¿ej siê jednak nie rozwa¿a.

Wnioski

Obszar zasilania ujêcia (OZU) i jego zasoby mo¿na
jeszcze przed pompowaniem próbnym wstêpnie wyzna-
czaæ odrêcznie lub komputerowo, korzystaj¹c ze wzorów
wyprowadzonych dla ujêcia wody podziemnej o zwiercia-
dle swobodnym. W przypadku wód pod ciœnieniem trzeba
adaptowaæ odpowiednio inne wzory Dupuita, postêpuj¹c
analogicznie do procedur zaproponowanych w niniejszym
tekœcie.

Podejœcie probabilistyczne do wyznaczania OZU i
wielkoœci zasobów u³atwia podjêcie decyzji co do przyjê-
cia jego wyników i ich dalszego zastosowania.
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