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A b s t r a c t. Almost 250 years ago, T. Bayes outlined a
statistical method which has become increasingly appar-
ent and it allows scientists to combine new data with their
existing knowledge and explained how should change
beliefs in the light of new evidence. The paper addresses
the applicability of Bayesian approach to the interpreta-
tion of DMT investigation carried out on the Campus
SGGW at Warsaw. The first part of paper focuses on the
geological and geotechnical conditions in the campus
area and the theoretical foundation of Bayesian

approach. The second part of paper includes the DMT tests with statistical analysis of soil parameters obtained. Finally, the applica-
tion of Bayesian theory determines the distribution of characteristic DMT indexes in two geological layers of the SGGW Campus foun-
dation. Examples of applying the Bayesian analysis demonstrate that it is a powerful and promising statistical tool in decision-making
processes related to the selection of soil parameters in geotechnical design.
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Ponad 30 lat temu dr Silvano Marchetti zaprojektowa³
i wykona³ w L’Aquila University we W³oszech pierwszy
dylatometr (ryc. 1A). Konstrukcjê urz¹dzenia i zasady
badañ gruntów przedstawi³ w 1975 r. na konferencji ame-
rykañskich in¿ynierów budownictwa (ASCE) w Raleigh
(Marchetti, 1975). Od publikacji w materia³ach ASCE (Mar-
chetti, 1980), w których opisa³ procedurê badañ i poda³
fundamentalne regu³y interpretacji, badania dylatometrem
Marchettiego (DMT) zosta³y w³¹czone do badañ in situ
osadów powierzchniowych. Obecnie s¹ powszechnie
wykonywane i uznawane za najbardziej wiarogodne w ok-
reœlaniu historii naprê¿enia gruntów i ich parametrów
odkszta³ceniowych. Wspó³pracuj¹c z dr. J.H. Schmertman-
nem, profesorem uniwersytetu Florydy, Marchetti wpro-
wadzi³ w 1979 r. dylatometr do badañ gruntów w USA.
Pocz¹tkowo badania DMT wykonywa³a firma Schmert-
mann & Crapps Inc., obecnie ponad 200 amerykañskich
firm wykorzystuje najnowsz¹ wersjê dylatometru, którego
³opatkê pokazano na rycinie 1B (Crapps, 2006).

Badania DMT by³y przedstawiane w licznych publi-
kacjach, przy czym do najbardziej rozwojowych nale-
¿y zaliczyæ opracowania Marchettiego i Crappsa, 1981;
Schmertmanna, 1986; Briauda i Mirana, 1992; Marchettie-
go, 1999. W Polsce prace badawcze z wykorzystaniem
DMT w najwiêkszym zakresie s¹ prowadzone w nastê-
puj¹cych oœrodkach: Katedra Geotechniki Akademii Rol-
niczej w Poznaniu (M³ynarek i in., 2006), Katedra
Geotechniki, Geologii i Budownictwa Morskiego Poli-
techniki Gdañskiej (Ba³achowski, 2006), Instytut Hydro-

geologii i Geologii Stosowanej Uniwersytetu Warszaw-
skiego (Kaczyñski, 2002) i Katedra Geoin¿ynierii Szko³y
G³ównej Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie (Rabari-
joely, 2000; Lechowicz & Rabarijoely, 2005).

Pomimo wieloletnich ju¿ doœwiadczeñ i ugruntowanej
pozycji badañ DMT w Polsce do interpretacji pomiarów
stosuje siê dotychczas zasady podane przez Marchettiego
w 1980 r., bez uwzglêdnienia specyfiki polskich gruntów,
zwykle silnie prekonsolidowanych, co mo¿e prowadziæ do
b³êdów w okreœlaniu parametrów projektowych. W niniej-
szym artykule podano tradycyjnie stosowane zasady inter-
pretacji wyników badañ DMT i ich wykorzystanie do
oceny sztywnoœci gruntów spoistych (glin zwa³owych)
wystêpuj¹cych na terenie kampusu SGGW oraz propozy-
cjê zastosowania w interpretacji badañ dylatometrycznych
glin zwa³owych analizy Bayesa (Alén, 1998; Alén & Säl-
lfors, 1999; Garbulewski i in., 2007).
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Ryc. 1. Widok ³opatki dylatometru wykonanego w 1974 r. (A)
i obecnie stosowanego w badaniach gruntów in situ (B)
Fig. 1. View of dilatometer blade in 1974 (A) and actually used in
soil in situ tests (B)



Wnioskowanie na podstawie twierdzenia Bayesa

W klasycznej statystyce matematycznej rozumuje siê
na podstawie próby losowej pobranej z populacji. Jednak-
¿e, zw³aszcza od pocz¹tku lat 80. XX w., coraz wiêcej zwo-
lenników zdobywa tzw. podejœcie bayesowskie, w którym
wnioskowanie odbywa siê na podstawie nie tylko w³aœ-
ciwoœci próby, ale równie¿ wiedzy dotycz¹cej badanego
zagadnienia posiadanej a priori. Z tych dwóch zestawów
danych zostaje wygenerowana informacja a posteriori.
Mo¿na wykazaæ, ¿e jeœli aprioryczne prawdopodobieñstwa
w podejœciu bayesowskim s¹ nietendencyjne, to podejœcia
klasyczne i bayesowskie daj¹ wyniki zbli¿one. Lepiej jest
jednak stosowaæ podejœcie bayesowskie, pozwala ono
bowiem wykorzystaæ aprioryczn¹ wiedzê o zagadnieniu,
jeœli oczywiœcie tak¹ wiedz¹ dysponujemy. Podstaw¹
podejœcia, o którym mowa, jest twierdzenie sformu³owane
przez Thomasa Bayesa, matematyka angielskiego z XVIII
wieku. W podstawowej postaci twierdzenie przedstawia
zale¿noœæ prawdopodobieñstwa warunkowego zdarzenia A
pod warunkiem B od prawdopodobieñstw warunkowych
zdarzenia B pod warunkiem A i pod warunkiem dope³-
nienia zdarzenia A oraz prawdopodobieñstwa zdarzenia A
i jego dope³nienia, co mo¿na wyraziæ w nastêpuj¹cy
sposób:
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Wzór (1) uogólnia siê na sytuacjê, w której rozwa¿ane
jest wystêpowanie wielu wykluczaj¹cych siê zdarzeñ, a nie
jak w podanej zale¿noœci jedynie zdarzenia A i jego
dope³nienia:
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gdzie:
x — wynik obserwacji,
� — parametr populacji, który chcemy oszacowaæ,
�i — wszystkie mo¿liwe wartoœci parametru � (po tych

wartoœciach przebiega sumowanie w mianowniku).
Przyporz¹dkowanie warunkowych prawdopodobieñstw

P(x|�i) wszystkim mo¿liwym wartoœciom nieznanego
parametru � nazywa siê funkcj¹ wiarygodnoœci. Maj¹c
zatem wynik obserwacji x oraz znaj¹c funkcjê wiarygodno-
œci (zaobserwowanego wyniku x; nie wszystkich mo¿li-
wych wyników obserwacji!), a tak¿e znaj¹c aprioryczne
prawdopodobieñstwa P(�i) przyjêcia przez parametr �
mo¿liwych wartoœci, mo¿na obliczyæ prawdopodobieñstwo
aposterioryczne przyjêcia okreœlonej wartoœci przez ten
parametr. Zatem mo¿na wyznaczyæ aposterioryczny
rozk³ad prawdopodobieñstwa tego parametru. Opisany
przypadek dotyczy parametru o rozk³adzie skokowym.

Najczêœciej jednak mamy do czynienia z rozk³adem
ci¹g³ym parametru. Przed omówieniem wzoru Bayesa dla
rozk³adu ci¹g³ego warto zwróciæ uwagê na to, ¿e parametry
populacji, które chcemy szacowaæ, takie jak parametr �, s¹
traktowane jak zmienne losowe, inaczej ni¿ w podejœciu
klasycznym, w którym s¹ to okreœlone, choæ nieznane wiel-
koœci (przyk³ady parametrów: œrednia, odchylenie standar-
dowe, frakcja okreœlonego typu elementów).

Dla zmiennych losowych o ci¹g³ym rozk³adzie praw-
dopodobieñstwa twierdzenie Bayesa mo¿na przedstawiæ
nastêpuj¹co:
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gdzie:
f(�) — funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa a priori

parametru �,
f(x|�) — funkcja wiarygodnoœci, czyli funkcja gêstoœci

warunkowego wyniku obserwacji przy danej wartoœci �,
� — zbiór mo¿liwych wartoœci szacowanego parametru �,
f(�|x) — funkcja gêstoœci aposteriorycznego prawdo-

podobieñstwa parametru � po zaobserwowaniu wyniku x

z próby.
Na podstawie twierdzenia Bayesa aktualizuje siê funkcjê

gêstoœci apriorycznego prawdopodobieñstwa parametru �,
wykorzystuj¹c informacjê z próby. Niestety, wyznaczenie
aposteriorycznej gêstoœci prawdopodobieñstwa okreœlone-
go parametru jest, poza niektórymi przypadkami, trudne,
ale na szczêœcie nie dotyczy to rozk³adów normalnych.
Przedstawione twierdzenie Bayesa daje w praktyce bardzo
cenn¹ mo¿liwoœæ sekwencyjnego w³¹czania nowych infor-
macji (pochodz¹cych z kolejno pobieranych prób loso-
wych) do wnioskowania na temat parametru. Wiedzê na
temat aposteriorycznego prawdopodobieñstwa parametru
traktuje siê na kolejnym etapie jako aprioryczne prawdopo-
dobieñstwa tego parametru. W zwi¹zku z tym podejœcie
bayesowskie bywa nazywane procesem uczenia.

Czêste jest szacowanie nieznanego parametru �, który
jest œredni¹ w populacji normalnej, dla której jest znane
odchylenie standardowe 	0. Jeœli skorzysta siê z wiedzy
a priori odnoœnie do œredniej � tej populacji, z której
wynika, ¿e � jest zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie normalnym
z parametrami m1 i 	1, natomiast œrednia z wylosowanej
n-elementowej próby wynosi m2, to aposterioryczny rozk-
³ad zmiennej losowej � te¿ jest normalny i ma œredni¹ m

i odchylenie standardowe 	 obliczane nastêpuj¹co:
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W podejœciu bayesowskim wstêpna wiedza na temat
rozk³adu wartoœci parametrów jest modyfikowana po
skonfrontowaniu z danymi. Korzystaj¹c z rozk³adu a priori

i wiedzy o pobranej próbie, okreœla siê nowy rozk³ad para-
metrów, który uwzglêdnia zarówno pierwotne przekonania
a priori, jak i uzyskane dane empiryczne. Istotn¹
w³aœciwoœci¹ podejœcia bayesowskiego jest to, ¿e sekwen-
cyjne modyfikowanie wiedzy na temat rozk³adu badanego
parametru daje taki sam rezultat, jak wtedy gdy wszystkie
dawki informacji s¹ w³¹czone do wnioskowania naraz, to
znaczy, jeœli pobierane kolejno próby s¹ potraktowane jako
jedna wiêksza próba. Z tego te¿ wynika, ¿e kolejnoœæ
do³¹czania nowych porcji informacji jest dowolna.

323

Przegl¹d Geologiczny, vol. 56, nr 4, 2008



Pozostaje odpowiedzieæ na pytanie, kiedy podejœcie
bayesowskie warto stosowaæ w praktyce, to znaczy, kiedy
podejœcie klasyczne nie da lepszych wyników? Podejœcie
klasyczne nie da lepszych wyników, gdy informacje a priori
s¹ jedynie rezultatami analiz, ale próby, na podstawie któ-
rych by³y robione te analizy, ju¿ nie s¹ dostêpne. Zatem nie
da siê rozszerzyæ próby danych, na podstawie której prze-
biega wnioskowanie klasycznym sposobem.

Przyk³ad interpretacji badañ DMT
na terenie kampusu SGGW

Budowa geologiczna i warunki geotechniczne
Kampus SGGW na warszawskim Ursynowie (ryc. 2)

znajduje siê w obrêbie wysoczyzny morenowej o p³askiej,
przeobra¿onej antropogenicznie powierzchni. Na wschód
od badanego terenu wysoczyzna opada strom¹ skarp¹ na
poziom tarasu wy¿szego — praskiego doliny Wis³y (Sar-
nacka, 1976). Pod³o¿e osadów czwartorzêdowych stano-
wi¹ tu i³y plioceñskie, tworz¹ce w strefie skarpowej doliny
Wis³y glacitektoniczn¹ kulminacjê. Ponad nimi wystêpuj¹
rzeczne osady preglacjalne, wykszta³cone w postaci pia-
sków i ¿wirów kwarcowych z lidytami oraz mu³ków.
Wed³ug Ró¿yckiego i Sujkowskiego (1936), w strefie przy-
skarpowej w tych osadach równie¿ s¹ zaburzenia. W g³êbi
wysoczyzny, na przyk³ad w rejonie S³u¿ewa, osady pregla-
cjalne wystêpuj¹ na niezaburzonej powierzchni sedymen-
tacyjnej i³ów plioceñskich (Sarnacka, 1992). Utwory

najstarszego zlodowacenia oraz
nastêpuj¹cego po nim interglacja³u
kromerskiego (wg Sarnackiej, 1992)
nie zosta³y wykryte w profilu osa-
dów czwartorzêdowych w rejonie
Ursynowa. W Warszawie wystêpuj¹
one w obrêbie g³êbokich depresji
w powierzchni stropowej utworów
plioceñskich (Sarnacka, 1992;
Morawski, 1980).

Na obszarze wysoczyzny ursy-
nowskiej na osadach preglacjalnych
lub bezpoœrednio na jeziornych osa-
dach pliocenu le¿¹ utwory glacjalne
zlodowaceñ po³udniowopolskich. S¹
one wykszta³cone w postaci glin
zwa³owych, osadów fluwioglacjal-
nych i zastoiskowych tworz¹cych
nieci¹g³e warstwy. Brak ci¹g³ej
pokrywy osadów tego wieku mo¿e
byæ zwi¹zany z póŸniejszymi proce-
sami erozji rzecznej, przebiegaj¹-
cymi najintensywniej w interglacjale
wielkim, albo z glacitektonicznym
wypiêtrzeniem strefy przyleg³ej do
wspó³czesnej doliny Wis³y. Ponad
osadami zlodowaceñ po³udniowo-
polskich zalega 15–25-metrowej
mi¹¿szoœci kompleks osadów rzecz-
nych z okresu interglacja³u mazo-
wieckiego wykszta³conych w postaci
piasków i ¿wirów. Strop tych osadów
wystêpuje na g³êbokoœci 10–20 m
poni¿ej powierzchni terenu (Sarnac-
ka, 1992). W rejonie Ursynowa utwo-
ry tej serii to g³ównie piaski drobne,
które tworz¹ ci¹g³¹ warstwê.

Na osadach interglacja³u mazowieckiego wystêpuj¹ na
terenie Warszawy serie utworów glacjalnych zwi¹zanych
z transgresj¹ i zanikiem l¹dolodu zlodowacenia odry.
Najni¿szym ogniwem tej serii s¹ wystêpuj¹ce w postaci
izolowanych p³atów osady zastoiskowe, wykszta³cone
w postaci i³ów i mu³ków osadzonych w obrêbie tak zwa-
nego jeziorzyska dolnej Pilicy (Ró¿ycki, 1972). Ponad
nimi wystêpuj¹ piaski i ¿wiry fluwioglacjalne zwi¹zane
z transgresj¹ l¹dolodu, które ods³aniaj¹ siê na przyk³ad
w dolnej czêœci krawêdzi Dolinki S³u¿ewieckiej (Sarnac-
ka, 1992).

Ponad osadami fluwioglacjalnymi wystêpuje w zasa-
dzie ci¹g³a warstwa utworów wytopiskowych zlodowace-
nia odry wykszta³conych w postaci ciemnoszarej gliny
zwa³owej. Mi¹¿szoœæ gliny wynosi od kilku do kilkudzie-
siêciu metrów (ryc. 3; Morawski, 1980; Sarnacka, 1992).
Glinê zwa³ow¹ zlodowacenia odry stadia³u maksymalnego
zlodowacenia œrodkowopolskiego Morawski (1980) uwa-
¿a za poziom przewodni na obszarze Warszawy. Tworzy go
charakterystyczna, ciemnoszara, zwarta glina piaszczysta
z niewielk¹ liczb¹ g³azików. Wed³ug Morawskiego glina
wykazuje wyraŸny cios, przewa¿nie pionowy. Powierzch-
nie oddzielnoœci s¹ pokryte rdzawym nalotem. W pó³nocno-
-zachodniej czêœci wykopu fundamentowego pod budynek
Centrum Wodnego Wydzia³u In¿ynierii i Kszta³towania
Œrodowiska SGGW strop ciemnoszarej, piaszczystej gliny
zwa³owej (zlodowacenia odry) wystêpuje na g³êbokoœci
oko³o 4,6 m poni¿ej poziomu terenu. Stwierdzone na tere-
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WARSZAWA

URSYNÓW

100m

przekrój przedstawiony na ryc. 3
cross-section presented in Fig. 3

lokalizacja sondowañ DMT
location of the DMT tests

Ryc. 2. Plan sytuacyjny kampusu SGGW z lokalizacj¹ sondowañ DMT (mapa: Warszawa —
plan miasta, 2004)
Fig. 2. Campus SGGW site with location of DMT tests (city plan: Warszawa — plan miasta,
2004)



nie kampusu SGGW deniwelacje w obrêbie tej powierzch-
ni dochodz¹ do 3 m.

Ponad glin¹ zlodowacenia odry na Ursynowie lokalnie
wystêpuj¹ utwory fluwioglacjalne i zastoiskowe. Na nich
lub, tak jak to jest na obszarze kampusu SGGW, bezpoœred-
nio na tej glinie le¿¹ gliny lodowcowe zlodowacenia warty.
Wykszta³cone s¹ one w postaci br¹zowej, piaszczystej gli-
ny zwa³owej, której przeciêtna mi¹¿szoœæ wynosi 2–5 m
(ryc. 3; Sarnacka, 1992). Granica pomiêdzy glinami zlodo-
waceñ odry i warty jest czêsto niewyraŸna (tak jak to ma
miejsce w kampusie SGGW).

Gliny lodowcowe zlodowacenia warty wykazuj¹ dwu-
dzielnoœæ. W dolnej czêœci profilu wystêpuj¹ silnie skonso-
lidowane gliny piaszczyste charakteryzuj¹ce siê poziom¹
oddzielnoœci¹. Spêkania dziel¹ blok gliny na nieregularne,
poziome warstwy mi¹¿szoœci 1–5 cm. W ods³oniêciu by³y
tak¿e obserwowane rzadkie spêkania pionowe. Powierzch-
nie spêkañ na œwie¿ych œcianach wykopu s¹ czêsto s³abo
widoczne. Na skutek odprê¿enia gruntu staj¹ siê bardzo
wyraŸne. Powierzchnie oddzielnoœci s¹ podkreœlone
laminami za¿elazionych piasków drobnych i œrednich,
o mi¹¿szoœci maksymalnie rzêdu kilku milimetrów. Cechy
teksturalne gliny s¹ podobne do tych interpretowa-
nych przez Ruszczyñsk¹-Szenajch (1983, 1998) jako gliny
z od³o¿enia (lodgement till wg Flinta, 1971 i Boultona,
1970).

Ponad glin¹ z od³o¿enia wystêpuje warstwa piaszczy-
stej, szarobr¹zowej, warstwowanej gliny, w której obrêbie
wystêpuj¹ drobne warstewki oraz wiêksze soczewki pia-
sków drobnych i œrednich z wyraŸnym warstwowaniem
poziomym. Mi¹¿szoœæ piasków w obrêbie soczew docho-
dzi do 0,5 m. Wystêpuj¹ce w tym osadzie struktury fluidal-
ne i œlady deformacji gêstoœciowych, a tak¿e obecnoœæ
prze³awiceñ warstwowanych piasków pozwala uznaæ j¹ za
glinê sp³ywow¹ (flow till wg Boultona, 1970 i Ruszczyñ-
skiej-Szenajch, 1983, 1998). W odkrywkach na obszarze
kampusu SGGW ponad ni¹ obserwowano serie piasków
drobnych i œrednich, warstwowanych, lokalnie za¿elazio-

nych. Ich mi¹¿szoœæ we wspomnianym wykopie wynosi
przeciêtnie 0,5–0,6 m. Profil osadów czwartorzêdowych
zamykaj¹ warstwowane, ¿elaziste piaski gliniaste i gliny
piaszczyste mi¹¿szoœci 0,5 m. Na terenie kampusu SGGW
gliny zwa³owe zlodowacenia warty wystêpuj¹ czêsto na
powierzchni terenu. Oprócz ich wychodni spotykane s¹ tu
tak¿e osady niewielkich wytopisk oraz utwory bêd¹ce
efektem depozycji strumieni wód roztopowych. Zró¿nico-
wanie litologiczne osadów powierzchniowych, a tak¿e ich
struktury sedymentacyjne pozwalaj¹ na uznanie ca³ej tej
serii (gliny sp³ywowe, piaski warstwowane oraz i³y i py³y
zastoiskowe) za kompleks osadów wodnomorenowych
(Morawski, 1984). Œwiadcz¹ one o arealnym typie degla-
cjacji l¹dolodu zlodowacenia warty na tym terenie.

Osady lodowcowe w strefie przypowierzchniowej s¹
w wielu miejscach silnie przeobra¿one antropogenicznie.
Na powierzchni terenu wystêpuj¹ powszechnie nasypy
zmiennej mi¹¿szoœci, utworzone przewa¿nie z glin piasz-
czystych, piasków gliniastych, piasków pylastych i py³ów
z ró¿n¹ domieszk¹ substancji humusowych.

G³ówny u¿ytkowy poziom wodonoœny na badanym
obszarze tworz¹ piaski rzeczne interglacja³u mazowiec-
kiego. Wspó³czynnik filtracji osadów tej warstwy, okreœ-
lony metod¹ próbnego pompowania, jest rzêdu 10-4 m/s
(Wienc³aw i in., 1996). Ogólny kierunek sp³ywu wód pod-
ziemnych odbywa siê z po³udniowego wschodu na pó³noc-
ny zachód. Spadek hydrauliczny swobodnego zwierciad³a
wód podziemnych wystêpuj¹cego w tej warstwie wynosi
0,001–0,002 (Wienc³aw i in., 1996).

Bior¹c pod uwagê w³aœciwoœci fizyczne i mechaniczne
gruntów, na terenie kampusu SGGW wydzielono w pod-
³o¿u 5 warstw geotechnicznych (ryc. 3). Warstwê I tworz¹
utwory fluwioglacjalne zlodowacenia warty — piaski œred-
nie i drobne, œrednio zagêszczone (stopieñ zagêszczenia ID

wynosi 0,35–0,55) oraz piaski gliniaste i gliny piaszczyste,
jak równie¿ py³y w stanie twardoplastycznym, których
wartoœæ stopnia plastycznoœci IL wynosi 0,15–0,20. War-
stwê II stanowi¹ osady ablacyjne l¹dolodu zlodowacenia
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WSW ENE

grunt nasypowy
fill

glina piaszczysta
sandy clay

piasek drobny
fine sand

glina pylasta
silty clay

glina piaszczysta
sandy clay

glina piaszczysta
sandy clay

piasek drobny
fine sand

piasek
sand

warstwa IV

layer IV

warstwa III

layer III

warstwa V

layer V

warstwa bII

layer bII

warstwa aII

layer bII

warstwa I

layer I

OW-17F
24,92 m n.p.r.

CPT-4F
25,88 m n.p.r.

OW-9F
26,48 m n.p.r.

DMT-2F
26,83 m n.p.r.

Wn=4,4%

Wn=9,6%

Wn=9,2%

Wn=5,1%

Wn=15,2%

Wn=10,4%

Wn=10,9%

IL =0,25–0,60IIb

ID =0,45–0,55IIa

IL =0,00–0,13IV

IL =0,00–0,04III

ID =0,80–0,90V

ID =0,35–0,55IIIa

10 m

2
m

Ryc. 3. Typowy przekrój geotechniczny; Wn — wilgotnoœæ naturalna, ID — stopieñ zagêszczenia, IL — stopieñ plastycznoœci,
m n.p.r. — metrów nad poziomem rzeki
Fig. 3. Typical geotechnical cross section; Wn — moisture content, ID — relative density, IL — liquidity index, m n.p.r.—
meters above river level



warty — piaski œrednie i drobne, œrednio zagêszczone, któ-
rych ID ma wartoœæ 0,45–0,55, oraz gliny piaszczyste
(sp³ywowe) i gliny pylaste w stanie twardoplastycznym
oraz w stanie plastycznym, których IL wynosi 0,25–0,60.
Warstwa III to br¹zowa glina glacjalna z okresu zlodowa-
cenia warty — gliny piaszczyste w stanie twardoplastycz-
nym; wartoœci IL mieszcz¹ siê w przedziale 0,0–0,04.
Warstwa IV z kolei to szara glina glacjalna z okresu zlodo-
wacenia odry — gliny piaszczyste z g³azikami, w stanie
twardoplastycznym, których wartoœæ IL wynosi 0,0–0,13.
Warstwy III i IV s¹ podobne pod wzglêdem plastycznoœci,
ale wyraŸnie ró¿ni¹ siê zawartoœci¹ frakcji piaskowej. Gli-
ny piaszczyste warstwy III zawieraj¹ kilka procent wiêcej
frakcji piaskowej, co ³¹cznie z analiz¹ wyników sondowañ
CPT3 i DMT by³o podstaw¹ rozdzielenia tych warstw
w pod³o¿u. Warstwê V stanowi¹ osady rzeczne intergla-
cja³u mazowieckiego — piaski drobne i œrednie, w stropie
warstwy bardzo zagêszczone, których ID przyjmuje war-
toœæ 0,8–0,9.

Teoriê Bayesa wykorzystano do okreœlenia, na podsta-
wie wyników sondowañ dylatometrycznych, sztywnoœci
gruntów w dwóch warstwach geotechnicznych III i IV
(ryc. 3).

Metodyka i tradycyjna interpretacja wyników
badañ DMT

Na terenie kampusu SGGW przeprowadzono do g³êbo-
koœci 10–15 m 29 badañ DMT. Badanie dylatometryczne
polega na pomiarach w wybranych g³êbokoœciach pod³o¿a
ciœnienia gazu dzia³aj¹cego na membranê ³opatki dylato-
metru (ryc. 4). W badaniach gruntów z warstw geotech-
nicznych III i IV pod³o¿a budynków w kampusie SGGW
wykonywano pomiary dwóch wartoœci ciœnienia (A i B),
które wymusza przemieszczenie œrodka membrany o 0,05 mm
do kontaktu z gruntem (odczyt A), a nastêpnie wychylenie

œrodka membrany w kierunku gruntu o ok. 1,05 mm
(odczyt B). Wartoœci odczytów A i B poprawiano ze wzglê-
du na bezw³adnoœæ membrany; poprawione wartoœci ciœ-
nienia oznaczone s¹ odpowiednio: p0 i p1. Ciœnienie p0 i p1

oraz wartoœæ sk³adowej pionowej efektywnego naprê¿enia
	
vo stosowano do wyznaczenia nastêpuj¹cych wskaŸni-
ków dylatometrycznych (Marchetti, 1980; Lutenegger &
Kabir, 1988): wskaŸnik materia³owy ID, wskaŸnik naprê¿e-
nia bocznego KD, modu³ dylatometryczny ED. Wykorzysta-
no nastêpuj¹ce wzory:
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Wyniki badañ dylatometrycznych w postaci rozk³adu
wartoœci A i B oraz p0 i p1 w pod³o¿u jednego z budynków
SGGW, jak równie¿ wskaŸników ID i KD oraz modu³u ED

przedstawiono na ryc. 5 i 6.

Zastosowanie podejœcia Bayesa
W analizie statystycznej wziêto pod uwagê odczyty A,

B i obliczone wskaŸniki ID, KD oraz modu³ ED. Te wielkoœci
mo¿na traktowaæ jak zmienne losowe. Wykorzystano 17
badañ DMT w warstwie III, o licznoœci pomiarów od 6 do
35, w sumie 239 pomiarów, i 15 badañ DMT w warstwie
IV, o licznoœci pomiarów od 9 do 33, w sumie 320 pomia-
rów. Sprawdzono, jaki rozk³ad mog¹ mieæ badane zmienne
losowe. W wiêkszoœci badañ, czyli prób losowych w sensie
statystycznym, nie by³o podstaw do odrzucenia hipotezy
o normalnoœci (stosowano testy Shapiro-Wilka odpowied-
nie dla ma³ych prób, dostêpne np. w pakiecie programów
statystycznych Statgraphics). Nie znaleziono ¿adnego
innego rozk³adu, który mog³yby wykazywaæ badane
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95mm

membrana ze stali nierdzewnej
stainless steel membrane

cylinder z pleksiglasu
plexiglass cylinder

pierœcieñ kontaktowy
sensing disk

gniazdo izolacyjne
plastic insulating seat

cylinder ze stali nierdzewnej
stainless steel cylinder

sprê¿yna ze stali nierdzewnej
stainless steel spring

przewód elektryczny
electric wire

gaz
gas

szczegó³ I
detail I

pierœcieñ kontaktowy
sensing disk

membrana ze stali nierdzewnej
stainless steel membrane

przewód elektryczny
electric wire

przewód pneumatyczny
pneumatic tubing

elastyczna membrana ze stali nierdzewnej
elastic stainless steel membrane szczegó³ I

detail I

odczyt A
Areading

wychylenie membrany 0,05 mm

(sygna³ dŸwiêkowy)
deflaction of mebrane 0.05 mm

(audio signal)

odczyt B
Breading

wychylenie membrany ~1,05 mm

(sygna³ dŸwiêkowy)
deflaction of mebrane ~1.05 mm

(audio signal)

sygna³ dŸwiêkowy

odczyt
audio signal

reading

(brak sygna³u dŸwiêkowego)
(no audio signal)

Ryc. 4. Zasady pomiaru wartoœci A i B (Marchetti, 1980; zmieniona)
Fig. 4. Principle of A and B values measurements (Marchetti, 1980; modified)

3Sondowanie statyczne (z ang. Cone Penetration Test).
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Ryc. 6. Przyk³adowe wyniki badañ dylatometrycznych z kampusu SGGW (wskaŸniki dylatometryczne); N — grunt
nasypowy, Gp — glina piaszczysta, Pd —piasek drobny (Dokumentacja geotechniczna..., 2001)
Fig. 6. Profiles of the DMT results from the SGGW Campus (dilatometer indexes); N — fill, Gp — sandy clay, Pd —fine
sand (Dokumentacja geotechniczna..., 2001)

Tab. 1. Wyniki testów normalnoœci w warstwie III i IV (test Shapiro-Wilka)
Table 1. Normal distribution test for layer III and IV (Shapiro-Wilk test)

Warstwa
Layer

Poziom istotnoœci
Significance level

A B ID ED KD p0 p1

III
0,05 11 12 9 12 14 11 12

0,01 13 12 12 15 16 13 12

IV
0,05 10 8 8 6 5 10 8

0,01 13 11 9 10 8 13 11
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Ryc. 5. Przyk³adowe wyniki badañ dylatometrycznych z kampusu SGGW (ciœnienie pomierzone A i B oraz
poprawione p0 i p1); N — grunt nasypowy, Gp — glina piaszczysta, Pd —piasek drobny (Dokumentacja geotech-

niczna..., 2001)
Fig. 5. Profiles of the DMT results from the SGGW Campus (pressures measured A and B and corrected p0 and p1);
N — fill, Gp — sandy clay, Pd —fine sand (Dokumentacja geotechniczna..., 2001)



wielkoœci. W tabeli 1 podano liczbê prób (ze wszystkich 17
z warstwy III i wszystkich 15 z warstwy IV), które nie daj¹
podstaw do odrzucenia hipotezy o normalnoœci rozk³adu.

Mimo ¿e za³o¿enia wzorów (4) i (5) nie s¹ idealnie
spe³nione, to jednak mo¿na je stosowaæ, bo w jakiejœ mie-
rze odstêpstwa od normalnoœci da siê tolerowaæ. Zasto-
sowano te wzory w podejœciu sekwencyjnym, w³¹czaj¹c
kolejne próby do analiz i wykorzystuj¹c wyniki dotycz¹ce
parametrów rozk³adu œrednich badanych wielkoœci z po-
przednich obserwacji w kolejnych analizach. Na podstawie
koñcowych ocen tych parametrów obliczono przedzia³
wiarygodnych wartoœci (inaczej: zbiór wiarygodny) œred-
niej ka¿dej z badanych zmiennych losowych. Ten przedzia³
jest odpowiednikiem przedzia³u ufnoœci w klasycznym
wnioskowaniu statystycznym.

Stosuj¹c wzory (4) i (5), nale¿y znaæ wartoœci odchyle-
nia standardowego 	o, co w praktyce raczej siê nie zdarza
i dlatego 	o szacowano na podstawie kolejnych prób, tak
jakby ca³a wczeœniejsza wiedza stanowi³a tylko oszacowa-
nie parametrów rozk³adu œrednich (sposób 1). To mo¿e byæ
typowe w praktyce. Dla porównania jednak, w wypadku
parametru KD z warstwy III, zastosowano jeszcze wzory
(4) i (5), zak³adaj¹c, ¿e znana jest wartoœæ odchylenia stan-
dardowego, która wynosi 9,66 (sposób 2). Ostatecznie, sto-
suj¹c w ten sposób podejœcie bayesowskie, otrzymano
nastêpuj¹ce przedzia³y wiarygodnych wartoœci œredniej KD

w warstwie III z prawdopodobieñstwem 0,95: (23,015;
24,11) oraz (22,476; 24,884) w sposobie 2. Gdybyœmy

mogli zastosowaæ wnioskowanie klasyczne, to traktuj¹c
dane ze wszystkich sond jako jedn¹ du¿¹ próbê, otrzy-
malibyœmy na poziomie ufnoœci 0,95 przedzia³ ufnoœci:
(22,652; 25,101). Wyniki szacowania parametrów roz-
k³adu œredniej wielkoœci: ID, ED i KD warstwy III podano
w tabeli 2.

Rozbie¿noœci miêdzy oszacowaniami przedzia³ów nie
s¹ du¿e z uwagi na fakt, ¿e w praktyce musimy wzi¹æ pod
uwagê nie tylko wartoœæ œredni¹ wskaŸnika, ale równie¿
sam wskaŸnik. Na przyk³ad szukaj¹c poziomu KD, poni¿ej
którego wartoœæ KD pojawi siê z niewiêkszym prawdopo-
dobieñstwem ni¿ 0,05, nale¿y oceniæ rozk³ad tej zmiennej.
Sprawdzono, ¿e wszystkie dane do obliczenia KD w war-
stwie III, traktowane jako jedna 239-elementowa próba,
mo¿na uznaæ za pochodz¹ce z populacji normalnej (w teœcie
chi-kwadrat graniczny poziom istotnoœci wynosi 0,0905).
Oszacowane odchylenie standardowe KD wynosi 9,66.
Mo¿na zatem przyj¹æ, ¿e szukany poziom KD wynosi:
23,015 – 1,64 � 9,66 = 7,1726, a w sposobie 2: 22,476 –
1,64 � 9,66 = 6,6336. W podejœciu klasycznym: 22,652 –
1,64 � 9,66 = 6,8096 (jako œredni¹ przyjêto dolny kraniec
przedzia³u wiarygodnoœci lub ufnoœci). Jak widaæ, s¹ to
bardzo ma³e wielkoœci, znacznie oddalone od œredniej,
a zatem ró¿nice okreœlenia wartoœci œredniej w ró¿nych
podejœciach s¹ mniej istotne.

Przeprowadzono równie¿ podobne analizy wielkoœci
ID, ED, jak równie¿ odczytów A i B. Ró¿nice wyników
w podejœciu bayesowskim i klasycznym kszta³tuj¹ siê
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Tab. 3. Wyniki szacowania parametrów rozk³adu œredniej wielkoœci: ID, ED i KD w warstwie IV
Table 3. Estimation of parameter distribution: mean values of ID, ED and KD for layer IV

Parametr
Parameter

ID ED KD

Wyniki w podejœciu
bayesowskim
(sekwencyjnie 15
prób)
Bayes approach
results (15
sequences)

œrednia œredniej
average of mean 0,605 41,228 13,686

odchylenie standardowe œredniej
standard deviation of mean 0,008 0,587 0,105

zbiór wiarygodny (prawdopodobieñstwo = 0,95)
reliable set (probability = 0.95) (0,590; 0,621) (40,076; 42,379) (13,480; 13,893)

Wszystkie dane
All data

œrednia
average 0,636 46,028 15,52

odchylenie standardowe
standard deviation 0,21 17,445 5,122

przedzia³ ufnoœci œredniej; poziom ufnoœci = 0,95
confidence interval; significance level = 0.95 (0,613; 0,659) (44,116; 47,939) (14,958; 16,081)

Tab. 2. Wyniki szacowania parametrów rozk³adu œredniej wielkoœci: ID, ED i KD w warstwie III
Table 2. Estimation of parameter distribution: mean values of ID, ED and KD for layer III

Parametr
Parameter

ID ED KD

Wyniki w podejœciu
bayesowskim
(sekwencyjnie 17
prób)
Bayes approach (17
sequences)

œrednia œredniej
average of mean 0,816 61,52 23,563

odchylenie standardowe œredniej
standard deviation of mean 0,01 0,807 0,279

zbiór wiarygodny (prawdopodobieñstwo = 0,95)
reliable set (probability = 0.95) (0,796; 0,836) (59,938; 63,102) (23,015; 24,11)

Wszystkie dane
All data

œrednia
average 1,016 61,7 23,876

odchylenie standardowe
standard deviation 0,757 24,495 9,66

przedzia³ ufnoœci œredniej; poziom ufnoœci = 0,95
confidence interval; significance level = 0.95 (0,920; 1,112) (58,594; 64,805) (22,652; 25,101)



podobnie do ró¿nic dla wskaŸnika KD i nie s¹ du¿e. Wydaje
siê, ¿e najwiêksze s¹ w przypadku zmiennej ID, mo¿e dlate-
go, ¿e najgorzej wypad³a ona w badaniu normalnoœci
rozk³adu. Wp³yw na rozbie¿noœci ma te¿ brak dok³adnej
wiedzy o poziomie odchylenia standardowego populacji.
W tabeli 3 podano koñcowe wyniki oszacowañ wielkoœci:
ID, ED i KD w warstwie IV. W tej warstwie badanie wskaŸ-
ników da³o gorsze rezultaty, jeœli chodzi o testy normalnoœci
(por. tab. 1). Zapewne dlatego ró¿nice miêdzy przedzia-
³ami wiarygodnych wartoœci a klasycznymi przedzia³ami
ufnoœci s¹ tu bardziej znacz¹ce.

Podsumowanie i wnioski

Metodê Bayesa mo¿na stosowaæ, ¿eby poprawiæ wie-
dzê o badanym parametrze populacji. Na ogó³ nie mamy
pe³nej wiedzy o próbie losowej. Inaczej — pobieraj¹c
now¹ próbê, mo¿na by dane po³¹czyæ i wnioskowaæ w kla-
syczny sposób. Metodologiê bayesowsk¹ warto stosowaæ
wtedy, gdy w klasycznym podejœciu nie mo¿na wykorzy-
staæ posiadanej wiedzy apriorycznej, któr¹ stanowi¹ same
wyniki wczeœniejszych wnioskowañ, albo nawet jest to
wiedza ekspercka niewynikaj¹ca bezpoœrednio z badañ.
Gdy badany parametr jest œredni¹ wartoœci¹ pewnej cechy
warstwy gruntów, która ma rozk³ad normalny, pog³êbienie
wiedzy przebiega wg wzorów (3), (4) i (5). Kolejne porcje
danych, pochodz¹ce np. z nastêpnych badañ DMT, precy-
zuj¹ wiedzê na temat rozk³adu parametru, bo na ogó³
zmniejszaj¹ odchylenie standardowe tego rozk³adu. Jeœli
zbuduje siê przedzia³ wiarygodnych wartoœci parametru, to
ostatecznie mo¿na przyj¹æ okreœlon¹ liczbê, np. dolny
brzeg wyznaczonego przedzia³u, za wartoœæ charaktery-
styczn¹ potrzebn¹ w dalszych rozwa¿aniach.

Gdy obliczenia s¹ prawid³owe, wyniki w podejœciu kla-
sycznym i bayesowskim powinny byæ podobne (przedzia³
ufnoœci podobny do przedzia³u wiarygodnych wartoœci
parametru), jeœli wykorzystuje siê te same dane. Niemniej,
czêsto o parametrze ma siê aprioryczne informacje eks-
perckie, które s¹ mo¿liwe do wykorzystania tylko w po-
dejœciu bayesowskim. Bayesowsk¹ metodê wnioskowania
mo¿na zastosowaæ, gdy stopniowo w³¹cza siê nowe dane
do analizy. Mo¿e to np. pomóc w decyzji, gdy okreœla siê
liczbê badañ potrzebn¹ do uzyskania zadowalaj¹cej
dok³adnoœci. W analizie kolejnych prób nie jest konieczne
dysponowanie pe³n¹ wiedz¹ o próbach, z których pocho-
dz¹ informacje aprioryczne.

Na zakoñczenie zauwa¿my, ¿e wyniki analiz staty-
stycznych gruntów warstw III i IV kampusu SGGW w War-
szawie œwiadcz¹ o du¿ej zmiennoœci parametrów geotech-
nicznych i niejednorodnoœci warstw.
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